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1. Einleitung 
Siliziumeinkristalle sind der "Rohstoff fiir die Mikroelektronik. Es gibt zwei 
bedeutende Methoden, um sie aus der Schmelze zu zūchten die Czochralski-
Methode oder Tiegelziehen (CZ) und die Floating-Zone-Methode oder Zonenziehen 
(FZ). Mit der CZ Methode wird Sauerstoff- und dotierstoffreiches Material mit 
kleinem elektrischen Widerstand erzeugt. Mit der FZ Methode kann man hochreines 
Silizium mit wenig Dotierstoffen und entsprechend hohem elektrischen Widerstand 
(> 100000 Ohm-cm) herstellen. CZ-Silizium wird hauptsāchlich fur die Produktion 
von IC's (integrierten Schaltkreisen) venvendet, dagegen wird FZ-Material fur 
Hochspannungs- und Hochleistungskomponenten wie Dioden, Thyristoren und 
Leistungstransistoren eingesetzt. Der Anteil des FZ-Siliziums liegt bei etwa 5-10%, 
der Rest wird mit der CZ-Methode erzeugt. 
Die FZ-Methode ist relativ neu, deren Grundidee ist von Theuerer 1952 patentiert 
worden [1]. Am Anfang vvurden Kristalle mit einem Durchmesser kleiner als 15 mm 
gezogen. Im Laufe der Jahre sind Durchmesser von 100 und 150 mm zum Standard 
geworden und sogar die FZ-Zuchtung von 200 mm Kristallen ist technisch mōglich. 
Die Kristallānge ist von der Anlagengeometrie und der Lānge des Polykristalls 
abhāngig und kann mehr als 1 m betragen. 
Die schematische Abbildung einer industriellen FZ-Anlage ist in Bild 1.1 dargestellt. 
Die groBe Hōhe ist durch die Lānge der Kristalle und Positionierung des Antriebs 
bedingt. 
Der FZ-Prozess ist komplizierter und schwer realisierbar im Vergleich zum CZ-
Prozess. Sehr viele Parameter wie Form, Position und Leistung des Induktors, Zieh-
und Vorschubgeschwindigkeit, Rotation des Kristalls und Vorratsstabs haben starken 
EinfluB auf den Prozessverlauf und die Kristallqualitat. Bei der Entwicklung miissen 
aile diese Parameter gleichzeitig optimiert vverden, was die Entvvicklung sehr 
zeitaufwendig macht. 
Einleitung 2 
Die numerische Simulation ist eine wichtige Hilfe fur die Prozessuntersuchung. Die 
Messung der Strōmungsgeschwindigkeit in der Si-Schmelze ist schwer realisierbar. 
Auch die Temperaturmessung ist wegen der spezifischen Form der Schmelzenzone 
und Position des Induktors kompliziert. Die Form der Kristallisationsfront, die ein 
vvichtiger Parameter ist, kann man experimentell auch nur indirekt durch die 
Dotierstoffverteilung in gezogenen Kristallen bestimmen. 
Bilā 1.1: Typische FZ Produktionsanlage (nach [2]) 
Die empirische Entwicklung der Induktoren ist oft nur in sehr kleinen Schritten 
mōglich, da kleine Formānderungen des Induktors eine wesentliche Ānderung des 
Prozesses verursachen und gleich ein anderer Parameter zusātzlich geāndert werden 
muB, um den Prozess zu realisieren. 
Ziel dieser Arbeit ist, ein globales mathematisches Modeli des FZ-Prozesses zu 
entvvickeln. Das Modeli mufl mit Hilfe geeigneter numerischer Verfahren in ein 
Berechnungsprogramm umgesetzt werden. Die numerische Simulation soli danach 
den Einflufi der wichtigsten Parameter und deren Abhāngigkeit voneinander zeigen 
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und dadurch den Prozess besser verstandlich machen. AnschlieBend kōnnen mit Hilfe 
der Simulation die jevveiligen Prozesse optimiert und neue Prozesse entwickelt 
werden. 
Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: 
Am Anfang wird eine Literaturiibersicht der Arbeiten auf dem Gebiet der numerischen 
Simulation des FZ-Prozesses vorgestellt. 
Im Kapitel 3 sind die mathematischen Modelle, die venvendeten Vereinfachungen, die 
Grundgleichungen und die Randbedingungen fiir das elektromagnetische Feld, fiir die 
Wārmeiibertragung und fiir die Schmelzenstromung beschrieben. Es werden auch die 
numerischen Berechnungsmethoden sowie Testberechnungen fiir einzelne Modelle 
gezeigt. AnschlieBend wird die Kopplung der einzelnen Modelle dargestellt. 
Im Kapitel 4 werden die Ergebnisse vorgestellt und diskutiert. AuBer der numerischen 
Berechnungen der Form der Phasengrenzen und der Schmelzenstromung werden auch 
einzelne Phasengrenzen analvtisch oder mit vereinfachten numerischen Modellen 
beschrieben und analysiert. 
Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick. 
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2. Literaturiibersicht 
Die Grundlagen des FZ-Verfahrens fur die Ztichtung von Siliziumeinkristalle und der 
Stand der Technik bis 1980 sind ausfuhrlich von Keller und Muhlbauer in [2] 
beschrieben. Die Grundlagen und Literaturiiberblick iiber FZ bis 1992 sind in [3] 
zusammengefaflt. 
Die Arbeiten auf dem Gebiet der numerischen Simulation des FZ-Prozesses kann man 
in zwei grōBere Richtungen unterteilen. Die erste Pvichtung umfaBt die Modellierung 
der klassischen FZ-Konfiguration, die nur fur die Ztichtung von Kristallen mit 
kleinem Durchmesser (bis etwa 50 mm) geeignet ist (Bild 2.1-a). Diese Konfiguration 
wird auch noch heute venvendet, allerdings fur andere (nicht Si) Kristalle. Auf diesem 
Gebiet sind sehr viele Arbeiten gemacht worden, auch globale Modelle sind 
beschrieben. Der zweite Teil ist die Modellierung der FZ-Ziichtung von Si-Kristallen 
mit groBem Durchmesser. (Bild 2.1-b). Auf diesem Gebiet sind bisher meistens nur 
einzelne Aspekte betrachtet und berechnet worden. 
Vorratsstab 
Induktor 
Bild 2.1: Schematische Darstellung des FZ-Prozesses fiir kleine Kristalldurchmesser -
klassisches FZ-Verfahren - (a) undfiir grōfiere Kristalldurchmesser - needle-
eye Verfahren - (b). 
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Klassisches FZ-Verfahren 
Coriell und Cordes [4] haben die Stabilitat und Form der freien Oberflāche 
untersucht. Die maximale Hōhe der freien Oberflāche wird bei Ziehrichtung nach 
unten erreicht und betrāgt etwa 15 mm. Riahi und Walker [5] haben gezeigt, daB unter 
EinfluB des elektromagnetischen (EM) Feldes die maximale Hohe der fliissigen Zone 
grofler werden kann. 
Kobayashi hat mit Hilfe eines vereinfachten Modelis die notvvendige Leistung fur die 
Erzeugung der fliissigen Zone berechnet und die Form der Zone abhangig von 
Leistung und Materialeigenschaften studiert [6]. Gupta et al. haben die 
Induktorspannung analvtisch berechnet und auf die Begrenzung der Frequenzauswahl 
bei der FZ-Ziichtung hingewiesen [7]. 
Lan und Kou haben die Phasengrenzen und Schmelzenstromung in [8] berechnet. Der 
EinfluB der Kristallrotation auf das Temperaturfeld, auf die Form der Phasengrenzen 
und auf die Schmelzenstromung ist in [9],[10] untersucht worden. Die 
Dotierstoffverteilung in FZ-Konfigurationen ohne Schwerkraft wurde von Lan und 
Kou in [11] berechnet. Der EinfluB der Schvverkraft auf die FZ-Kristallziichtung 
vvurde von Lan et al. in [12] und von Xiong und Ни in [13] untersucht. 
Die Schmelzenstromung und Form der freien Oberflāche bei starkem axialen 
Magnetfeld wurde von Lie et al. berechnet [14]. 
Needle-еуе Verfahren 
Fiir die Berechnung des klassischen FZ-Verfahrens konnte man die Form der 
Schmelzzone annāhemd als zylindrisch annehmen und die Wārmequellen oder den 
WārmefluB vom der Heizer an der Oberflāche als Funktion angeben. Beim needle-еуе 
Verfahren ist die Form der Schmelzenzone komplizierter und die Wārmequellen sind 
stark von der Induktorfbrm und der Form der Phasengrenzen abhangig. 
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Der EinfluB des Spaltes des einvvindigen Induktors auf die Verteilung des EM Feldes 
wurde von Mūhlbauer et al. in [15] und [16] durch dreidimensionale (3D) 
Berechnungen untersucht. In allen anderen Berechnungen fiir das klassische und 
needle-еуе Verfahren wird diese Unsvmmetrie nicht beriicksichtigt. 
Lie at al. haben die Schmelzenstromung bei starkem axialen Magnetfeld berechnet 
[17]. Die Stromverteilung an der freien Oberflāche und die elektromagnetisch 
angetriebene Konvektion bei vorgegebener Form der Phasengrenzen vvurde von 
Mūhlbauer et al. in [18] berechnet. Die Form der fest/fliissig Grenzen, die freie 
Schmelzenoberflāche, das Temperaturfeld und die thermischen Spannungen haben 
Riemann et al. in [19] berechnet. 
In allen oben genannten Veroffentlichungen \vurden nur die stationāre 
Schmelzenstromung beriicksichtigt. 
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3. Mathematische Modelle und 
Berechnungsmethoden 
Bei der Modellierung werden das elektromagnetische Feld, das Temperaturfeld und 
die Schmelzenstromung beriicksichtigt. Die Form der Phasengrenzen (freie 
Schmelzenoberflāche, Abschmelz- und Erstarrungsfront) wird unter Wechselwirkung 
der genannten Felder bestimmt. Die Anlage ist schematisch im Bild 3.1 dargestellt. 
Vorratsstab - ( F ) 
T(r,z) A<p(r,z) 
Es wird vorausgesetzt, daB das EM 
Feld axialsymmetrisch ist, obwohl 
der Induktor einen schmalen Schlitz 
zwischen den Zuleitungen hat. Der 
EinfluB des Schlitzes wurde in [20], 
[15] untersucht. Es wurde gezeigt, 
daB der EinfluB nicht besonders 
groB ist und wie man eine 
symmetrischere Feldverteilung 
erreichen kann. 
Das Temperaturfeld wird als 
axialsymmetrisch und stationār 
(zeitunabhāngig) angenommen. Es 
werden sowohl die Wārmeleitung in 
den Kristallen und die Abstrahlung 
an der āufleren Oberflāchen der 
Kristalle als auch der vertikāle, mit 
dem Vorschub verbundene, Bild 3.1: Schematische Darstellung des FZ-
Prozesses 
Wārmetransport beriicksichtigt. Als 
Sonderfall wird das Modeli fiir den Reflektor beschrieben. 
CD 
, Monokristall - ( С ) 
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Die Schmelzenstromung wird als axialsymmetrisch, laminar und zeitabhāngig 
angenommen. Das instationāre Temperaturfeld in der Schmelze wird durch die 
Strōmung beeinfluBt. 
Die Phasengrenzen werden als Ergebnis der Wechselwirkung der berechneten Felder 
bestimmt. Die freie Schmelzenoberflāche wird unter Beriicksichtigung der EM-, 
Oberflāchenspannungs- und Schwerkraft berechnet. Die Abschmelz- und 
Erstarrungsfront wird ausgehend vom thermischen Gleichgewicht bestimmt. 
Die Kopplung einzelner Modelle wird iterativ durchgefuhrt. 
Die Boundarv-Elemente-Methode, die nur fiir die Berechnung des EM-Feldes 
venvendet wird, wird gleich im Unterkapitel 3.1 beschrieben. Die Finite-Elemente-
Methode wird separat im Unterkapitel 3.4.3 beschrieben. 
3.1 Elektromagnetisches Feld 
3.1.1 Axialsymmetrisches Modeli und Methode der Boundary-
Elemente 
Bei der Entvvicklung des Modelis wird von den Maxwellschen Gleichungen 
ausgegangen [21], [22], [23]. 
Folgende Annahmen werden getroffen: 
1) Da die Abmessungen der Anlage viel kleiner als die Wellenlānge des 
elektromagnetischen Feldes c/co (100 m bei / = 3 MHz) sind, konnen die 
Verschiebungsstrōme vemachlāssigt vverden - es vvird die quasistationāre Nāherung 
angewandt. 
2) Aile Bestandteile der Anlage sind paramagnetisch, d.h. ļt=\. 
3) Da sich die elektrischen Leiter in Bevvegung befinden (Schmelzenstromung, 
Kristallrotation), mufi man vom verallgemeinerten Ohm'schen Gesetz 
s = cr(E + u x B) ausgehen. Bei so hohen Frequenzen kann aber die Riickwirkung der 
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Schmelzenstromung auf das EM Feld ebenfalls vemachlāssigt werden (vxB « E) 
und das Ohm 'sche Gesetz lautet 
s = oE. (3.1) 
4) Aile in der Anlage flieflenden Strōme sind sinusfōrmig und konnen desvvegen in 
komplexer Schreibweise ausgedruckt werden 
5(0 = ^ " " , (3.2) 
vvobei SA der Betrag des Stromes ist. 
Da die FZ-Anlage mit einer Stromfrequenz von einigen Megahertz betrieben wird und 
der Kupferinduktor und das Silizium gute elektrische Leitfahigkeit aufvveisen, ist die 
Eindringtiefe des EM Feldes 
3 \W0qf ( 3 ' 3 ) 
relativ klein im Vergleich sowohl zu den Abmessungen des Systems als auch zu den 
Kriimmungsradien der Oberflāchen. Bei einer typischen Frequenz/=3 MHz ist die 
Eindringtiefe im Induktor 5c u = 0.041 mm, im fliissigen Silizium 5si,fiussig = 0-26 mm 
und im kristallinen Silizium 5si,fest ~ 1 -30 mm. Der Kristallradius Ro, der auch als 
charakteristische Abmessung der FZ-Anlage benutzt wird, betrāgt etwa 50 mm und ist 
viel grōBer. Bei der Berechnung der elektromagnetischen Felder wird oft die 
л 
dimensionslose Feldfrequenz co= ļi^ļiōoR^, die auch das Verhāltnis der 
Eindringtiefe zu Abmessung charakterisiert, benutzt. In der Tab. 1 sind die Werte der 
ervvāhnten GroBen zusammengefaflt. 
Tab. 1zElektrische Leitfahigkeit o, Eindringtiefe 8, Eindringtiefe zu Abmessung S/Ro 
л 
und dimensionslose Feldfrequenz (ū fur leitende Elemente der FZ-Anlage bei 
R0 = 50 mm undf= 3 MHz. 
Material CT, [1/fl-m] 8, [mm] 8/Ro л О) 
Kupfer 5 107 0.041 8-10"4 3-Ю6 
fliissiges Silizium 1.2-10* 0.26 510"3 710 4 
festes Silizium 510 4 1.3 3 10"2 3 103 
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Die ausgeprāgte Stromverdrāngung bewirkt, dafl die Wirbelstrome an der Oberflāche 
des Induktors und des Siliziums konzentriert sind und im Inneren der Leiter die 
Stromdichte s und die magnetische Induktion В verschvvinden. Es erlaubt 
nāherungsweise anzunehmen, daB die Strome innerhalb einer diinnen Schicht 
tangential zur Oberflāche flieBen und deren Intensitāt durch die 
Oberflāchenstromdichte (Strombelag) j charakterisiert werden kann. Aus den 
Bedingungen fur die Induktion В auf der Gebietsgrenze [21] folgt, daB an der 
Oberflāchen des Leiters 
B„=0, 
Br = »0j. (3.4) 
Die Stromverteilung ist von der Frequenz praktisch unabhāngig. Die eingebrachte 
Oberflāchenleistung ist von der Frequenz jedoch vvesentlich abhangig und wird 
folgendermaBen berechnet 
p - f ^ (3.5) 
Aus den Gleichungen fur das Vektorpotential A und das skalare Potential V 
B = rotA, 
E = -gradV-io)A (3.6) 
folgt die Hauptgleichung des venvendeten Modelis 
AA - i/i0myA = 0 (3.7) 
mit der Zusatzbedingung 
divA + fiuaV = 0. 
Da die Leiter feldfrei sind, muB die Gleichung (3.7) nur im Raum aufierhalb der 
leitenden Gebiete gelōst werden und nimmt damit folgende endgiiltige Form an: 
ДА=0. (3.8) 
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Randbedingungen 
Das Vektorpotential A muB in feldfreien Raumgebieten konstant sein und kann durch 
die Normierung im Silizium gleich 0 gevvāhlt werden. Da die Induktion auBerhalb des 
Siliziums grōBer als im Skinlayer ist, ist auch die Ānderung des Vektorpotentials 
auBerhalb des Siliziums grōBer als im Leiter. Mit Beriicksichtigung 8«Ro kann man 
an der Siliziumoberflāche setzen. 
Im Induktor mit angelegter Spannung U entsteht der Gradient des skalaren Potentials 
gradV. Durch Einsetzen von (3.1) und des B/o/-&jvar/-Gesetzes 
in (3.6) vvird sichtbar, daB bei hohen Frequenzen (o> - > со) der Term i<oA in Gleichung 
(3.6) viel grōBer ist als der Term E. Daraus folgt die Randbedingung fur das 
Vektorpotential A an der Induktoroberflāche 
Man sieht, daB die Phasenverschiebung zvvischen dem Strom und der Spannung im 
Induktor 90° ist. AuBerdem ist eine weitere Vereinfachung bei sehr kleiner 
Eindringtiefe dadurch gegeben, daB die im Einsatz flieBenden Strōme eine 
Phasenverschiebung von 180° zum Induktorstrom aufvveisen [24] Weist der 
Induktorstrom in der komplexen Darstellungsweise des Wechselstromes nur einen 
realen Anteil auf, dann hat auch der im Silizium induzierte Oberflāchenstrom nur 
einen realen Anteil, der zu jedem Zeitpunkt dem Induktorstrom entgegengerichtet ist. 
Jedenfalls streben die auftretenden Abweichungen von den Phasenlagen 0° oder 180° 
bei о —• oo zu Null. Selbstverstandlich, ist die Frequenz in FZ-System nicht unendlich 
л
 4 
hoch. In [25] wird jedoch gezeigt, daB bei dimensionsloser Frequenz (0> 10 der 
Unterschied der Stromverteilung im Vergleich zum Grenzfall (D = oo kleiner als 4% 
ist. Das haben auch die numerischen Experimente unter Beriicksichtigung des 
imagināren Teiles der FeldgrōBen bestātigt (siehe Abschnitt 3.1.3). 
A = 0 (3.9) 
A = \gradV (3.10) 
Mathematische Modelle und Berechnungsmethoden 12 
Im axialsymmetrischen Fall hat das Vektorpotential A und der Strombelag j nur eine 
azdmutale Raumkomponente A9 und j ^ . Es wird angenommen, dafi der Schlitz im 
Induktor zwischen den Zuleitungen sehr schmal ist und dort kein Potentialabfall 
stattfindet. Dann hat der Gradient des skalaren Potentials auch nur eine <p-
Komponente und kann durch die Induktorspannung 
U = 2nrgradV (3.11) 
abhangig vom Radius ausgedrūckt vverden. 
Als BezugsgrōBe fur die EM GrōBen wird der Gesamtstrom im Induktor Io venvendet. 
Dementsprechend werden der Strombelag j auf Io/Ro und das Vektorpotential A auf 
|ioIo/7t bezogen. Damit wird das Feldproblem auf die Lōsung der nichtkomplexen 
dimensionslosen £,ap/ace-Gleichung 
A ^ , = 0 (3.12) 
mit der Di'ric/i/e/-Randbedingung 
Atp=0 (3.13) 
an der Siliziumoberfiāche und 
4 , =7 <314) 
an der Induktoroberflāche reduziert. Die Konstante С wird aus der Bedingung, daB der 
dimensionslose Gesamtstrom im Induktor gleich 1 ist, bestimmt. Die 
Induktorspannung f/kann danach gemāB U = AlpocoIoRoCberechnet werden. 
Methode der Boundary-Elemente. 
Fur die Lōsung der Gleichung (3.12) mit der D/V/c/i/e/-Randbedingunge (3.13) und 
(3.14) an der Grenze des zu untersuchenden Gebietes wird die Boundary-Elemente-
Methode [26] angewendet. Die indirekte Formulierung lautet 
A(x)= ļj(š)4>(š,x)dG(a xeG, (3.15) 
G 
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wobei A(x) das bekannte Vektorpotential an einem Punkt x, j(Q der unbekannte 
Strombelag, ф(£,х) die bekannte fundamentale Lōsung der Lap/ace-Gleichung und G 
die Grenze des Gebietes ist. Die Lōsung des Problems erfolgt mit der Berechnung des 
Strombelags. AnschlieBend kann das Vektorpotential A im beliebigen Punkt x 
innerhalb des Gebietes gemāB der Gleichung (3.15) berechnet vverden. 
Die Grenzflāchen vverden in N Linienelemente unterteilt (Bild 3.2). Das 
Vektorpotential und der Strombelag vverden als konstant in jedem Element 
angenommen. Das diskrete Gegenstuck der Gleichung (3.15) lautet 
vvobei Ik die Elementlange ist. 
Die fundamentale Lōsung 0,* vvird durch elliptische Integrale der ersten und zvveiten 
Art ausgedrūckt [27]: 
Bei i = k, vvenn der EinfluB des Elements auf sich selbst berechnet vverden muB, vvird 
das Element in zvvei Teilstrecken geteilt (Bild 3.2). 
vvobei 




Bild 3.2: Zur Methode der Boundary-Elemente 
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Es kommt noch eine Gleichung fur aile Induktorelemente dažu 
ХУЛ = i . 
die den Gesamtstrom im Induktor zu 1 normiert. 
Das zu lōsende lineare Gleichungssvstem sieht dann folgendermaBen aus: 
Silizium - 4 . Ф, Ф\М\ 0 
elemente 
Фм\ i о 
Induktor - $+1.1 Фм.ы i \1г, 
elemente 
Фкм ФнМ1 ФN.N И/г. 
0 0 • /.., 1» i о 
0 
0 




Die Lōsung dieses Svstems erfolgt mit der Methode der Gausschen Elimination. Eine 
Berechnung mit 300 Elementen dauert auf einem Pentium PC mit 90 MHz etvva 10 
Sekunden. 
3.1.2 Radiale Schlitze 
Es wurde angenommen, daB der Schlitz zvvischen den Stromzuleitungen des Induktors 
sehr schmal ist und die sonst axialsymmetrische Feldverteilung unvvesentlich 
beeinflufit. Es kann aber vorkommen, daB der Schlitz breiter ist oder sogar zusatzliche 
radiale Schlitze vorhanden sind [64]. Trotzdem ist es mōglich, die Situation mit einem 
zweidimensionalen Modeli naherungsweise zu beschreiben. 
Fiir die Modellierung vverden folgende Annahmen gemacht (Bild 3.3): 
1) Der Strom im Schlitz fliefit nur in radialer Richtung; 
2) AuBerhalb der Schlitze flieBt der Strom nur in azimutaler Richtung; 
3) Das Feld im Schlitz ist konstant sovvohl uber die Schlitzbreite b als auch iiber die 
Schlitzhōhe h. 
Die Gleichung (3.11) vvird als Grundlage benutzt. Der Spannungsabfall im Induktor 
teilt sich in zvvei Teile auf - an der Induktoroberflāche und im Schlitz: 
U = InR gradV + 2L grad V 
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Bild 3.3: Schematische Darstellung des Induktors mit radialen Schlitzen 
oder 
0) 
= 2KRA+2\Ar(r)dr, (3.17) 
vvobei AXr) das Vektorpotential und V das skalare Potential im Schlitz sind. Die 
magnetische Induktion im Schlitz vvird durch das Vektorpotential ausgedruckt mit 
2Ar{r) (3.18) 
vvobei b die Schlitzbreite ist. Andererseits gilt fur die magnetische Induktion an der 
Oberflāche gemāB (3.4): 
ад = АЛ(г) . (3.19) 
Dabei ist j r der Strombelag, der durch die Summē des azimutalen Stromes 
ausgedruckt vverden kann: 
1 
ļ. j9ir)dr 
vvobei h(R) die Hohe des Schlitzes ist. 
Aus den Gleichungen (3.17)-(3.20) resultiert 
(3.20) 
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— = 2яЛ4, + Mo J-Ы \jv(r')dr\tr 
0) £ Л ( Г Н Г ) 
Die dimensionslose Randbedingung fur den Induktor mit n Schlitzen sieht 
folgendermaBen aus: 
Im Vergleich mit der Randbedingung (3.14) enthālt die neue Bedingung einen 
zusātzlichen Term. Das in Gleichung (3.21) auftretende Doppelintegral vvird 
numerisch berechnet. Wie man aus der Gleichung sieht, vverden Parameter vvie Breite 
b, Lānge L, Hōhe h und Anzahl der Schlitze n beriicksichtigt. 
3.1.3 Testberechnungen 
In diesem Abschnitt vverden die Ergebnisse einiger Testberechnungen dargestellt, um 
die Genauigkeit der numerischen Methode und die Zulāssigkeit der vervvendeten 
Vereinfachungen zu charakterisieren. 
Um die notvvendige Genauigkeit der Diskretisierung und der Integration zu finden, 
vvurde eine Geometrie, bestehend aus einem kugelformigen Einsatz mit Radius 1 und 
einem ringformigen (torusformigen) 
Induktor mit Radius 0.5, vervvendet (Bild 
3.4). Die Elementlānge ist mit / 
bezeichnet, der Abstand zvvischen 1 
Einsatz und Induktor - mit d. Bei der 
Beschreibung der numerischen Methode 
vvurde eine grobe Integration entlang des Q 
Elements durchgefuhrt: zvvei Punktē bei 
der Berechnung des Einflusses auf sich 
selbst und ein Punkt bei den ubrigen 
Elementen. Im Bild 3.5 ist der Vergleich 
zvvischen Berechnungen mit einer 
Bild 3.4: Zur Testberechnungen 









G—О 0.05 2 / 1 
О—В 0.05 1 6 / 1 6 
А—А 0.05 6 4 / 6 4 
• - • 0.1 1 6 / 1 6 Э - G 0.1 2 / 1 
О 
в--И° 
95 Н 1 1 1 1 1 1 1 г 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
l/d 
Bild 3.5: Maximalwert des Strombelages j in Abhāngigkeit von Verhāltnis l/d 
3.0-
2 . 5 -
2 . 0 -
6 1.5-
Anzahl der Elemente 




Bild 3.6: Stromverteilung im Einsatz bei unterschiedlicher Diskretisierung 
groben Integration (2/1 Punktē) und Berechnungen mit hōherer Genauigkeit mit 16/16 
und 64/64 Punkten bei unterschiedlichen Elementenlāngen / und Abstanden d 
dargestellt. Auf der x-Achse ist das Verhāltnis l/d aufgetragen, die y-Achse zeigt den 
Maximalwert des Strombelages im Induktor, vvobei der genaueste Wert (bei / = 0.02 
und 64/64 Punktē) auf 100 normiert ist. Es zeigt sich, daB bei genauer Integration der 
Fehler nur ein paar Prozente betrāgt, auch vvenn der Abstand viel kleiner ist als die 
Elementlānge. Bei grober Integration (2/1) liegt der Fehler dann unter 5%, vvenn 
€/ / / > 2 ist. 
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Im oben behandelten Svstem vvaren die Kriimmungsradien der Oberflāchen viel 
grōBer als die Elementlānge. Im realen FZ-System kōnnen jedoch scharfe Kanten 
vorkommen, bei denen die Krummungsradien kleiner sind als die Elementlānge. Um 
die Kanteneffekte zu untersuchen, vvurde die Kugel durch einen 
rotationssvmmetrischen Kōrper ersetzt (gestrichelte Linie im Bild 3.4). Die 
Stromverteilung im Einsatz ist im Bild 3.6 dargestellt. Man sieht, daB das Maximum 
des Strombelages mit steigender Elementzahl unbegrenzt vvāchst. Es ist jedoch auch 
Tab. 2: Der maximale Betrag und Phasenverschiebung des Strombelags im Einsatz 
bei unterschiedlichen dimensionslosen Freauenzen 
л 
Dimensionslose Frequenz со Betrag Phase 
[a.u.] [°] 
100 2.927 14.4 
1000 3.034 1.49 
10000 3.035 0.14 
sichtbar, daB der berechnete Strombelag im Mittelpunkt des Elementes ziemlich genau 
dem "genauen" Wert entspricht, der mit grōBerer Elementzahl berechnet vvird. Auf 
jedem Fall ist der Unterschied nur im benachbarten Element zu beobachten und die 
Stromverteilung in den ubrigen Elementen vvird nicht beeinfluflt. 
Bisher vvurde angenommen, daB die Strōme eine exakte Phasenverschiebung von 90° 
zu der Induktorspannung und 180° zueinander aufvveisen. Um die Zulāssigkeit dieser 
Annahme zu ūberpriifen, vvurden die Berechnungen mit Beriicksichtigung der realen 
und imagināren Anteile des Stromes durchgefuhrt. Die in [27] beschriebene Methodik 
ist als Berechnungsprogramm vorhanden, man bekommt auch mit minimalen 
Ānderungen des Gleichungssystems (3.16) das entsprechende Berechnungsprogramm 
л 
(in/o) zu diagonalen Elementen addieren, \lr mit i multiplizieren und 
Induktorspannung statt integralem Stromvvert angeben). Fiir die Berechnungen vvurde 
dieselbe Geometrie vvie vorher gevvāhlt (Bild 3.4). Die maximale Phasenverschiebung 
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entspricht dem maximalen Strombelag bei z = 0. In der Tab. 2 ist der maximale Betrag 
des Strombelages im Einsatz und die entsprechende Phase abhangig von der 
dimensionslosen Frequenz angegeben. Bei dimensionslosen Frequenzen tiber 1000, 
was der FZ-Anlage entspricht, vvird der Betrag praktisch von der Frequenz 
unabhangig und die Phasenverschiebung kleiner als 1.5°. 
Die Testberechnungen haben gezeigt, daB 
die nichtkomplexe Beschreibung des EM-Feldes bei den vervvendeten 
Frequenzen zulāssig ist; 
eine grobe Integration durch die Elemente ausreichend ist, vvenn die 
Elementenlāngen kleiner als der Abstand zvvischen den Elementen sind; 
der berechnete Stromvvert im Mittelpunkt des Elementes auch bei grober 
Diskretisierung dem exakten Wert in diesem Punkt entspricht. 
3.2 Modeli des Temperaturfeldes in Kristallen 
Das Temperaturfeld vvird als axialsymmetrisch und stationār (zeitunabhāngig) 
angenommen. Wenn die Wārme nicht nur durch Wārmeleitung, sondern auch durch 
den Vorschub der Kristalle ūbertragen vvird, nimmt die Gleichung fur die 
Temperaturverteilung im Vorratsstab und Monokristall folgende Form an: 
pcugrad T = div{X{T)grad T). 
Nach dem Ūbergang zum zylindrischen Koordinatensystem und 
Entdimensionalisierung gilt 
А ( f дТ 1 д Л Л Л дТ д л л дТ 
л л Я(7> л + л мл л 
dz г дг дг) dz V dz > 
(3.22) 
vvobei die Wārmeleitfahigkeit Я auf Я0, die Temperatur auf Schmelztemperatur To und 
die Koordinaten auf den Kristallradius Ro bezogen sind. Der Parameter Pec.F stellt die 
dimensionslose Peclet-Zah\ fur Kristāli ( Q und Vorratsstab (F) dar 
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vvelche das Verhāltnis von konvektivem zu diffusivem Wārmetransport beschreibt. 
Randbedingungen 
An der Svmmetrieachse (r=0, Linie 7 in Bild 3.1) ist wegen der Svmmetrie kein 
Wārmestrom vorhanden: 
л 
^Ļ = 0 an7. (3.23) 
dr 
An der Abschmelzfront 2, 3 und Erstarrungsfront 6 entspricht die Temperatur 
offensichtlich der Schmelztemperatur T0, und daraus folgt die dimensionslose 
Randbedingung 
7 = 1 an2,3 ,6 . (3.24) 
An den Randflāchen des Vorratsstabs 1 und des Kristalls 5 wird eine Randbedingung, 
die die Bilanz der Wārmeflusse beriicksichtigt, aufgestellt. Die vom Kristāli zu deren 
Oberflāche geleitete Wārme vvird gemāfl dem Stefan-Bolzmann'schen Gesetz 
abgestrahlt. Die Riickstrahlung vom Gehāuse und dem Induktor, die aus reflektiertem 
und ausgestrahltem Anteil besteht, vvird mit einer effektiven Temperatur des Gehāuses 
Teff,u und des Induktors Teg%i beschrieben. Die effektiven Temperature vverden gemāB 
der Formel 
Ttf,uj = )/l -£•[/,/(! -TUj) 
berechnet. Diese Vereinfachung, die bei der Simulation des Czochralski-Verfahrens 
unzulāssig ist, kann vvegen des einfacheren Stahlungsaustausches beim FZ-Prozess 
vervvendet vverden. Zusatzlich mūssen noch die vom elektrischen Strom in einer 
schmalen Randschicht induzierten Wārmequellen beriicksichtigt vverden. Die 
Randbedingung lautet: 
qn = e<jSB(TA-Teļī)-p, (3.25) 
vvobei e die Emissivitāt und n der Normaleneinheitsvektor, der in den Kristāli hinein 
zeigt, ist. Aus den Gleichungen (3.25) und (3.5) folgt die Randbedingung in 
dimensionsloser Form 
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дТ . £F.C — 7 = aiy.c л дп ЛрС 
Q e f f \ ~ ^ j 2 anl,5 
К,с 
(3.26) 
mit den dimensionslosen Konstanten 
B i , c = 
AF,CI0 'F.C 
Die dimensionslose temperaturabhāngige Wārmeleitfahigkeit und der Emissionsgrad 
sovvie die charakteristischen Werte dieser Groflen sind in Tab. 3 (Seite 51) dargestellt. 
Die Gleichung (3.22) zusammen mit Randbedingungen (3.23), (3.24), (3.26) erlaubt 
die Berechnung des Temperaturfeldes im Vorratsstab und Kristāli fur die angegebenen 
Phasengrenzen. Die Berechnung erfolgt mit der Finite-Elemente-Methode, die im 
Abschnitt 3.4.3 eingehend beschrieben vvird. 
Reflektor 
Um die thermischen Verhāltnisse in der Nāhe der Erstarrungsfront zu verbessem, 
vverden in einigen Zuchtungsanlagen spezielle Reflektoren angebracht. Eine mōgliche 
Position des Reflektors ist im Bild 3.7 gezeigt. 
Induktor 
Bild 3.7: Zur Beriicksichtigung des 
Reflektors 
Da der Abstand zvvischen dem Kristāli und 
Reflektor viel kleiner ist als der Kristallradius, 
nimmt man an, daB aile in azimutaler Richtung 
reflektierte Wārme auf die Siliziumoberflāche 
zurūckfāllt. Das erlaubt den 
Strahlungsaustausch einfacher zu berechnen. 
AuBerdem vvird angenommen, daB der Reflektor 
die einfallende Wārmestrahlung diffus 
(gleichmāBig in aile Richtungen) reflektiert. Die 
Temperatur des Reflektors vvird dank der 
Kuhlung vergleichsvveise niedrig gehalten und 
die eigene Wārmestrahlung, die viel kleiner als 
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die reflektierte Strahlung ist, vvird vernachlāssigt. Die Umgebungstemperatur Ttgu in 
Randbedingung (3.26) vvird fur jedes Element / des Monokristalls mit einer 
Doppelsumme durch aile Kristallelemente (Si) und aile Reflektorelemente (Refl) 
ausgedruckt 
vvobei £R die Emissivitat des Reflektors ist (\-eR ist die Reflexivitat). 
3.3 Form der Phasengrenzen 
Eines der vvichtigsten Ziele der Modellierung ist die Berechnung der Form der 
Phasengrenzen fur verschiedene Zuchtungsparametern. In diesem Abschnitt vverden 
die Bedingungen formuliert, die die Berechnung der unbekannten Phasengrenzen 
erlauben. 
3.3.1 Thermisch bedingte Phasengrenzen 
Phasengrenzen zvvischen Kristallen und der Schmelze haben Schmelztemperatur To. 
Diese Temperatur vvird als Randbedingung fur die Berechnung des Temperaturfeldes 
bei vorgegebener Form der Phasengrenzen benutzt. Um diese Form zu bestimmen, 
mufi noch eine zusatzliche Bedingung an den Phasengrenzen vervvendet vverden. In 
diesem Fall ist das die Erhaltung der durch die Grenze flieBenden Wārmeflūsse unter 
Beriicksichtigung der latenten Wārme, die bei Abschmelzen und Kristallisation 
benōtigt bzvv. frei vvird. Dieses Gesetz der Erhaltung der Wārmefliisse, auch die 
Ste/aH-Bedingung genannt, lautet in dimensionsloser Form 
л дТ + дм-СтР cos© = 0 an 3, 
л (3.27) л 
л 
дТ + qM + Cr c cos0 = 0 ап 6, 
А (3.28) л 
Mathematische Modelle und Berechnungsmethoden 23 
vvobei цм die WārmefluBdichte in der Normalenrichtung aus der Schmelze neraus und 
0 der Winkel zvvischen der Phasengrenze und der Horizontale (Bild 3.1) ist. Der 
WārmefluB цм vvird bei der Berechnung der Schmelzenstromung bestimmt (siehe 
Abschnitt 3.4). 
Das Abschmelzen des Vorratsstabes an der Abschmelzfront 2 ist ein komplizierter 
ProzeB und lāBt sich nicht mit einfachen Modellen beschreiben. Geschmolzenes 
Silizium zieht sich in kleinen Trōpfen zusammen und flieBt unter Wirkung der 
Schvverkraft entlang der Oberflāche in die Schmelze hinein. Die Oberflāche ist nicht 
glatt sondern mehr oder vveniger von Rillen und anderen Unebenheiten durchquert. Da 
sich die elektrische Leitfahigkeit des Siliziums in festem und fliissigem Zustand um 
den Faktor 25 unterscheidet, ist die Eindringtiefe und entsprechend auch die 
induzierte Wārmemenge sehr von der Verteilung des fliissigen Siliziums an der 
Oberflāche abhangig. Die Vorgānge an der Abschmelzfront vverden im Abschnitt 
4.2.1 detaillierter analvsiert. Weiter wird das unbekannte Verhāltnis vom festen und 
fliissigen Silizium mit einer Zahl £ beschrieben, die aufgrund der experimentellen 
Daten festgelegt vvird. 
Die elektromagnetisch induzierte Wārme vvird sovvohl fur das Abschmelzen des 
zugefuhrten Vorratsstabs vervvendet, als auch abgestrahlt und im Inneren des 
Vorratsstabes abgeleitet. Es vvird vorausgesetzt, daB die Temperatur des 
geschmolzenen Siliziums fast gleich der Schmelztemperatur bleibt und dadurch keine 
Wārme fiir vveitere Erhitzung vervvendet vvird. Dann entfāllt auch der konvektive 
Wārmetransport, vveil kein Temperaturgradient entlang der Phasengrenze besteht. Aus 
diesen Ūberlegungen folgt die Bedingung fiir die Abschmelzfront 2, die in 
dimensionsloser Form lautet: 
дТ *4 *2 
— -BiF(l-Ti)-CrFcose + šQeMj = 0 an2, (3.29) 
dn 
vvobei Tj die effektive Temperatur des Induktors ist. 
Die in den Gleichungen (3.27)-(3.29) venvendeten dimensionslosen Parameter sind: 
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/04(*>M>) 
>CF,C,M ļO T ,*) ч 
^F.C.M ^ F.C.M ) 1/2 
Der neu eingefuhrter dimensionslose Parameter Cr charakterisiert die fur das 
Abschmelzen benotigte WSrmemenge. Der Parameter Bi beschreibt die 
Abstrahlungseigenschaften und der Parameter Qe die Intensitāt der Wārmequellen. 
Bild 3.8: Glāttung der Phasengrenze (a) und integrale Verschiebung der Elemente 
bei numerischen Berechnungen 
Die thermisch bedingten Phasengrenzen vverden iterativ berechnet. Die fest/flussig 
Grenzen (3 und 6) lassen sich relativ einfach berechnen, z. B. mit der Newton-
Methode [28]. Wenn die Endpunkte (RF, ZF) und (Rc, Zc) (siehe Bild 3.1) nicht 
bevvegt vverden mtissen, kann man mit vvenigen Iterationen diese Grenzen berechnen. 
Die Ānderung der Endpunktlage beeinflufit die Form der freien Schmelzenoberflāche 
und dadurch die Wārmequellenverteilung sehr stark. Desvvegen sind nur kleine 
Verschiebungen der Endpunkte in jedem Iterationsschritt zulāssig. Auch die offene 
Abschmelzfront 2 ist gegenuber groBen Verschiebungen empfindlich. Dabei kōnnen 
starke "zickzack"-Formen entstehen, die geglāttet vverden miissen. Die Glāttung 
vor der Glāttung 
nach der Glāttung 
а 
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erfolgt durch die Verschiebung des jevveiligen mittleren Punktēs В in Richtung des 
Mittelpunktes der Strecke (A,B) (siehe Bild 3.8 a): 
vvobei der Parameter x abhangig von der SchrittgrōBe und Krummung der 
Phasengrenze etvva zvvischen 1/4 und 1/32 liegt. 
Als zvveckmāfiig haben sich folgende Verschiebungsalgorithmen ervviesen: 
a) Verschiebung jedes Punktēs mit einem konstanten Schritt h; besonders effektiv am 
Ende der Berechnungen in der Nāhe des Gleichgevvichts. 
b) Verschiebung jedes Punktēs proportional zu der Abvveichung; effektiv im 
Anfangsstadium bei groBeren Abvveichungen. 
c) Berechnung der mittleren Abvveichung tiber Teilgebiete und proportionale 
Verschiebung, vvobei die Verschiebungen zvvischen den berechneten Punkten linear 
oder mit einer Spline-Funktion interpoliert vvird (siehe Bild 3.8 b). 
3.3.2 Freie Schmelzenoberflāche 
Die Form der freien Schmelzenoberflāche (Bild 3.1, 4) vvird in hvdrostatischer 
Nāherung aus dem Gleichgevvicht der normalen Spannungen an der Oberflāche 
berechnet. Es vverden der hvdrostatische und der elektromagnetische Druck sovvie die 
Oberflāchenspannung beriicksichtigt. Der dynamische Effekt ist klein und wird 
vernachlāssigt [29]. In diesem Abschnitt vverden nur dimensionslose GrōBen 
vervvendet und die A-Zeichen der Einfachheit halber vveggelassen. Die dimensionslose 
Laplace-Young Gleichung lautet 
Fe/ 2 -Z'+zs +Sg = 0, (3.30) 
vvobei rs, zs die Koordinaten der Oberflāche, R' der Kriimmungsradius der Oberflāche 
in (r,z) Ebene, ф der lokale Winkel zvvischen der vertikalen Linie und Tangente der 
Oberflāche und Z' der unbekannte Referenzdruck ist. Der Druck Z' vvird auf pMgRo 
bezogen und die dimensonslosen Parameter sind 
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„ MQIQ C УМ Fe = Г Т , Sg = - 7 
4pMgRo PMgRo 
Der Parameter Fe charakterisiert das Verhāltnis zvvischen der EM-Kraft und 
Schvverkraft. Der Parameter Sg beschreibt das Verhāltnis zvvischen 
Oberflāchenspannung und Schvverkraft. 
Fur die Gleichung (3.30) vvird die 
Oberflāche [5] vervvendet: 
dr dz, —- = sin^, — = cos^, ds as 
аф cos^ zs-Z'+Fej2 
~ds~ = ~~^~~ Šg 
parametrische Reprāsentation entlang der 
(3.31) 
Fur die Berechnung der Form der freien Oberflāche vvird (3.31) mit folgenden 
Randbedingungen integriert: rs=Rc bei zs=Zc (unterer Tripelpunkt) und rs=RF bei 
z3=Zf (oberer Tripelpunkt) (Bild 3.1). Die Integration vvird vom unteren Tripelpunkt 
(Kristai 1/Schmelze/Gas) (Rc, Zc), mit dem Referenzdruck Z ' gestartet. Um Z ' zu 
bestimmen, vvird noch die zusātzliche Angabe des Winkels фо der Oberflāche im 
Anfangspunkt (Rc, Zc), benōtigt: 
— = Ьтф0. 
Der Kontaktvvinkel zvvischen festem und fliissigem Silizium im Tripelpunkt ist eine 
Materialkonstante und betrāgt 13° [30]. Um Kristallvvachstum mit konstantēm 
Durchmesser zu gevvāhrleisten, mufi der Winkel фо mit der Vertikalen gleich 13° sein. 
Bei der Inegration vvird das Runge-Kutta Schema IV-Ordnung vervvendet. 
Unterschiedliche Referenzdrucke Z ' entsprechen unterschiedliche Formen der freien 
Oberflāche. Der richtige Wert von Z ' , bei dem die Oberflāche durch den Punkt (Rf , 
Z f ) verlāuft, wird iterativ bestimmt. 
Die Berechnung der freien Oberflāche vvurde mit der Berechnung von Coriell [4] bei 
(RC=RF, ZF -ZC=2, Sg=0.667) verglichen. Dieser Test zeigte eine sehr gute 
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Ūbereinstimmung beziiglich der Form der freien Oberflāche sovvie des Volumens der 
fliissigen Zone. 
3.4 Schmelzenstromung und Temperaturfeld in der 
Schmelze 
3.4.1 Grundgleichungen 
Fur die Beschreibung der Schmelzenstromung vverden die Kontinuitātsgleichung 
divu = 0 (3.32) 
und die Navier-Stokes Gleichung mit der 5oMW/'/je^-Approximation vervvendet [31] 
ди 1 f —- + (uV)u = -—gradp+ vAu + — (3.33) a p p 
Der Kraftterm f hat zvvei Anteile die elektromagnetische und die thermische 
Kraftdichte: 
Die elektromagnetische Kraft resultiert aus der Wechselwirkung des elektrischen 
Stromes s mit der magnetischen Induktion В 
t m = s x B . 
Die thermische Kraft oder der thermischer Auftrieb entsteht aufgrund der 
temperaturabhāngigen Dichte der Schmelze und vvird folgendermaBen ausgedruckt 
tT = pgfi(T-T0) 
Die Temperaturverteilung in der Schmelze beschreibt die Wārmeleitungsgleichung 
[31] 
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( дТ 
p с I + u grad T = div{x grad T) 
Statt der Gleichungen (3.32) und (3.33) ist es im 2D-Fall oft vorteilhaft, die 
altemative "С-уГ (Vorticity-Streamfunctiori) Formulierung zu vervvenden. Statt drei 
Gleichungen fiir die Primitivvariablen un uz\md p bilden die Wirbeltransportgleichung 
fur £und die Pomo/i-Gleichung fur die Stromfunktion у/ein gekoppeltes System von 
nur zwei Differentialgleichungen. In diesen Gleichungen ist der Druck eliminiert und 
die Kontinuitatsgleichung ist automatisch erfullt [32]. Die Gleichung fiir die azimutale 
Geschvvindigkeitskomponente up kommt in beiden Formulierungen noch dažu. 
Um die Gleichungen in dimensionsloser Form zu schreiben, vverden die 
charakteristische Werte der Zeit r 0 = RQ I v und Geschvvindigkeit u0= v I RQ 
л л 
eingefuhrt, vvobei t = t0t und и-щи ist. In folgenden Gleichungen (3.34)-(3.38) 
vverden der Einfachheit halber die A-Zeichen fiir aile dimensionslosen Variablen (r, z, 
u, t, Ļ Щ T) vveggelassen. Die dimensionslosen Gleichungen fiir ^ щ up und T im 
zylindrischen Koordinatensystem (r, z, <p) lauten dann: 
К. K. <*L_<L 
dt r dr 2 dz dz V r J 





\dy] + д ( i л ^ 1 ду 
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(3.37) V дг) ' dz1 
Die Stromfunktion ^und der Rotor der Geschvvindigkeit (ļ vverden durch die radiale 





d и , d u, 
dz dr 
(3.38) 
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Die EM-Kraft, die im sehr schmalen Randbereich an der feien Oberflāche vvirkt, ist in 
dieser Gleichungen direkt nicht erhalten, da sie in den Randbedingungen 
beriicksichtigt vvird. 
3.4.2 Randbedingungen 
Das Schmelzengebiet hat 3 unterschiedliche Grenzen - die Grenze mit festem Silizium 
(3, 6 in Bild 3.1), die freie Oberflāche (4) und die Svmmetrieachse (7). An diesen 
Grenzen miissen spezifische Randbedingungen fur aile un bekannte GrōBen festgelegt 
vverden. 
Stromfunktion y/: 
Es vvird angenommen, daB sich die Strōmung im Schmelzengebiet schlieDt, d.h. die 
langsame (etvva 3 mm/min) mit dem Kristallvvachstum und Abschmelzen des 
Vorratsstabs verbundene Strōmung vvird vernachlāssigt. Aus der Definition der 
Stromfunktion (3.38) folgt, daB auf der Grenze, die von der Strōmung nicht 
durchgeflossen vvird, die Stromfunktion konstant ist. Dementsprechend vvird an diesen 
Grenzen 
л 
if/ = Q an 3, 4, 6, 7 
gesetzt. 
Azimutale Geschvvindigkeitskomponente 
Die azimutale Geschvvindigkeitskomponente verschvvindet an der Symmetrieachse 
л 
Uq) = 0 an 7 
An den festen Grenzen ist vvegen der Haftbedingung die Geschvvindigkeit der 
Flūssigkeit gleich der Rotationsgeschvvindigkeit des Vorratsstabs bzw. des Kristalls. 
In dimensionsloser Form lauten diese Bedingungen 
л л л л 
Ug, = Kecr an 6, M ^ = R e F r an 3 
Da in azimutaler Richtung keine Krāfte vvirken, sind an der freien Oberflāche die 
Querspannungskomponenten gleich null [31]. Daraus folgt die Cauchy-
Randbedingung 
Mathematische Modelle und Berechnungsmethoden 30 
л л л 









Rotor der Geschvvindiekeit С (A-Zeichen vveggelassen): 
An der Svmmetrieachse ist die radiale Geschvvindigkeit ur und radiale Ableitung der 
axialen Geschvvindigkeit duzjdr gleich null. Aus der Definition (3.38) folgt die 
Randbedingung fur den Rotor der Geschvvindigkeit 
ŗ = 0 a n 7 
Fur die Berechnung des Rotors der Geschvvindigkeit an den festen Grenzen vverden 
die fur die Normalenrichtung umgeschriebene Definition (3.38) 
Q ~ г дп1 
und die Haftbedingung 
dw -^- = 0 (3.39) дп 
vervvendet. Da aus diesen Bedingungen C, nicht direkt berechenbar ist, vvird die 
Stromfunktion in der Nāhe der Grenze in der Form einer Гау/or-Reihe dargestellt: 
r ( » ) - r ( 0 ) + - ^ - « + j - ^ ? - « 2 + . . . 
vvobei n der Abstand in Normalenrichtung von der Grenze ist (Bild 3.1). Die 
einfachste und ōfter benutzte Randbedingung, die meistes auch die besten Ergebnisse 
liefert, vervvendet die 7ay/or-Reihe bis zum Glied der zvveiten Ordnung und heiBt 
r/iom-Bedingung. Fiir die Bestimmung des Rotors der Geschvvindigkeit £ vverden die 
Werte der Stromfunktion у/ in zvvei Punkten benotigt - direkt auf der Grenze (и=0) 
und in der Nāhe der Grenze innerhalb des Schmelzengebietes (n=n): 
Ш = --^т(И0)-¥(п)) an3 , 6 (3.40) rn 
Genauer ist diese Randbedingung bei der Beschreibung der FE-Methode in Abschnitt 
3.4.3 beschrieben. 
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An der freien Oberflāche miissen die EM-Krāfte und Marangoni-Krāfte beriicksichtigt 
vverden. Die Marangoni-Kraft vvirkt an der Oberflāche nur einige Molekulschichten 
tief und ist dadurch als reine Oberflāchenkraft zu betrachten. Die EM-Kraft ist eine 
Volumenkraft, vvirkt aber im Vergleich mit der Abmessungen des Systems in einer 
sehr diinnen Schicht an der Schmelzenoberflāche und dessen Intensitāt klingt mit der 
Entfemung von der Oberflāche exponentiell ab. Um die benōtigte Auflōsung des 
Finite-Elemente Netzes in der Nāhe der Schmelzenoberflāche zu verringern, vvird die 
EM-Kraft in die Randbedingungen eingeschlossen. Die Gleichung (3.34) fur £ vvird in 
einer Oberflāchenschicht mit der Tiefe 25, in der 98% der Kraft vvirkt, analvtisch 
integriert. Der Wert, der in der Tiefe 28 berechnet vvird, vvird als Randbedingung fur 
die numerische Simulation benutzt. Dadurch ist die EM-Kraft aus dem 
Schmelzengebiet ausgeschlossen und nur in der Randbedingungen enthalten. Bei sehr 
kleiner Eindringtiefe, d.h. 8«Ro und 8«R', kōnnen die Cr/rvarnre-Glieder in der 
Gleichung fur den Rotor der Geschvvindigkeit vemachlāssigt vverden. Es vvird 
auBerdem angenommen, daB £ sich in tangentialer Richtung viel vveniger āndert als in 
Normalenrichtung. Dann folgt eine einfache Gleichung fur £ an der Oberflāche 
d1 $ Em д у j1 ri 2A 0 (3.41) дп2 S d\ 
An der Oberflāche (л=0) vvird der Rotor der Geschvvindigkeit von der Marangoni-
Kraft bestimmt 
f U = M a f f - ^ (3.42) 
Nach der Integration der Gleichung (3.41) von и=0 bis n=2£unter Benutzung der 
Gleichung (3.42) ohne den kleinen Term ur/R' als Randbedingung bei n=0, bekommt 
man die Randbedingung bei n=25, die in der numerischen Berechnung vervvendet 
vvird: 
-£- = •^ + 0.1136Em-^— -zŗ^r (3-43) an 25 ar 25 ar 
Diese Randbedingung ist nur eine Nāherung, die bei grofleren Eindringtiefen 
vvesentliche Unterschiede zur genauen Lōsung aufvveisen kann und deren Benutzung 
fur jede neue Situation neu ūberpriift vverden muB. In einer typischen FZ-Anordnung 
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fur die Zūchtung von 100-150 mm Kristallen ist der thermischer Auftrieb von 
groflerer Bedeutung als EM- und Marangoni-Krāfte (siehe Abschnitt 4), deshalb 
beeinfluBt die vereinfachte Randbedingung die Gesamtstrōmung nicht so stark. Die 
л 
kleine Eindringtiefe 8 < 10~3 spricht auch fur die sichere Vervvendung dieser 
Bedingung. 
In den obigen Gleichungen und Randbedingungen vverden folgende dimensionslose 
Parameter vervvendet: 
figT0Rļ PMcMv nQlļ Gr = 2 — , Pr = — , Em = у 
M 2 P M V (3 44) ду ад 2nWF,cRl Ma = — Re F c = 
Dabei charakterisiert die Grashof-Zahl Gr die Intensitat des thermischen Aufriebs, die 
Marangoni-Zahl die Starke der Marangonikonvektion. Die Kristāli- und 
Vorratstabrotation vvird durch die Rotations-Reynolds-Zahl Re beschrieben. Das 
Verhāltnis von viskoser Kraft zur Temperaturleitfahigkeit druckt sich in der Prandtl-
Zahl aus, die eine Matrialkonstante ist. Der Parameter Em charakterisiert die Intensitat 
der EM-Konvektion. 
Temperaturfeld T: 
An der Symmetrieachse gilt: 
л 
дТ 
— - = 0 an 7 
Л 
dr 
An der Abschmelzfront und Erstarrungsfront ist die Temperatur gleich der 
Schmelztemperatur 7o: 
7 = 1 a n 3 , 6. 
An der freien Oberflāche vvird eine Wārmebilanzgleichung aufgestellt. Ein Teil der in 
der dunnen Grenzschicht induzierten Wārme vvird gegen den Induktor abgestrahlt, der 
andere Teil vvird in die Schmelze abgeleitet: 
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А 
А 
fV = Bi M (r 4 -7;;,)-Qe w y 
•2 an 4 
дп 
Nach der Berechnung des Temperaturfeldes in der Schmelze kann man die 
Wārmeflusse an den Grenzen des Vorratsstabs 3 und des Monokristalls 6 berechnen 
Diese Wārmeflusse vverden bei der Berechnung der Form der Phasengrenzen in den 
Bedingungen (3.27) und (3.28) vervvendet. 
3.4.3 Methode der Finiten Elemente 
Fur die Berechnung der Strōmung in der Schmelze und des Temperaturfeldes in der 
Schmelze und in den Kristallen vvird die Methode der Finiten Elemente (FEM) 
vervvendet [34], [33], [32]. Da es sich in dieser Arbeit um keine Neuentvvicklung 
sondem nur um eine Anvvendung der FEM handelt, vverden die Grundprinzipien der 
Methode nur kurz beschrieben. Wie man das FE-Gleichungssystem erhalt, vvird 
aufgrund einer allgemeinen Transportgleichung gezeigt. Die FE-Analoge der 
Gleichungen (3.22),(3.34)-(3.38), die in āhnlicher Weise zu erhalten sind, vverden 
gleich in Matrix-Schreibweise angegeben. 
Allgemein ausgedruckt, besteht das Problem darin, eine unbekannte Funktion <p(r,z,t) 
zu bestimmen, die in einem Gebiet Q eine Differentialgleichung 
erfullt und Anfangs- und Randbedingungen geniigt. Die gesuchte Funktion vvird in 
Form einer Summē gesucht 
и 
<ļ>(r,z,t) * </>(r,z,t) = Tc^N^z), (3.46) 
л 
Ям = 
Г(ф,ф\...,ф^) = 0 (3.45) 
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vvobei A/die Anzahl der Reihenglieder bezeichnet, c, die zu bestimmenden konstanten 
Koeffizienten und Nj die Ansatzfunktionen sind. Das Ersetzen der Funktion ф durch 
ihre Nāherung ф fuhrt zum Auftreten eines Fehlers bzw. Residuums R: 
Die Koeffizienten c, miissen so bestimmt vverden, daB das Residuum mōglichst klein 
vvird. Die Methode der gevvichteten Residuen besagt, dafl das Residuum mit einer 
endlichen Zahl unabhāngiger Gevvichtsfunktionen Wj multipliziert und im Gebiet Q 
integriert vvird. Die Forderung dabei ist, daB die ūber das Integrationsgebiet 
gemittelten gevvichteten Residuen verschvvinden: 
Diese Forderung fuhrt zu einem Svstem von M algebraischen Gleichungen zur 
Bestimmung der M unbekannten c„ die in Gleichung (3.46) eingesetzt eine 
Nāherungslōsung fur ф ergeben. 
Fast jedes System unabhāngiger Funktionen Wj lāBt sich als Gevvichtsfunktionen 
vervvenden. Nach dem Verfahren von Galerkin vverden einfach die Ansatzfunktionen 
als Gevvichtsfunktionen benutzt: Wj=Nj. In einigen Fāllen ist es sinnvoll, 
unterschiedliche Funktionen als Gevvichts- und Ansatzfunktionen zu vervvenden, z.B. 
bei der Einfuhrung von "upvi'//tt/"-Schemem fur die konvektiven Glieder in der 
Navier-Stokes Gleichung (Verfahren von Bubnov-Galerkin). 
Die Ausvvahl der Funktionen Nj ist jedoch eingeschrānkt. Es sind solche Funktionen 
zu vermeiden, die zu singulāren Gliedem im Integral (3.48) fUhren. Wenn eine stetige 
Funktion eine unstetige erste Ableitung aufvveist, geht die zvveite Ableitung in diesem 
Ort gegen unendlich. Solche Funktionen vverden als Co-stetig bezeichnet und erlauben 
nur erste Ableitungen in den vervvendeten Differentialgleichungen. In der FEM 
vverden vvegen einfacher Integration und Handhabbarkeit meistens Co-stetige 
Ansatzfunktionen vervvendet. Da die Navier-Stokes Gleichung eine 
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Integration mit Hilfe des Green'schen Satzes reduziert. Fiir beliebige Skalarfunktionen 
u, v innerhalb eines zvveidimensionalen Gebietes Q mit der Berandung Г gilt 
f d2 v . , (du dv , , r dv 
vvenn nx der Richtungskosinus zvvischen Normalen und der x-Richtung ist. Die 
Anvvendung des Green'schen Satzes resultiert in der sogenannten schvvachen-Form 
der Integralgleichungen, die die Grundlage fur die approxierte Lōsung mit Hilfe finiter 
Elemente bildēt. 
Bild 3.9: Dreieckselemente, Ansatzfunktion undRandelement 
Das Lōsungsgebiet vvird in Dreieckselemente unterteilt (Bild 3.9). Jede 
Ansatzfunktionen ist nur in einem Element giiltig (von null unterschiedlich) und hat in 
den anderen Elementen den Wert null. Die Knotenpunkte, in denen die Lōsung 
gesucht vvird, liegen in den Eckpunkten des Dreiecks. In anderen Punkten vvird der 
Wert mit Hilfe der Ansatzfunktionen linear interpoliert: 
ф{в\г,г) = N • ф = i^ ( e ) ( r , z ) ф1е) (3.50) 
i=i 
Der Ansatz gilt fur ein bestimmtes Element, vvas durch den oberen Index (e) 
angedeutet ist. Jedes Element hat drei Knotenpunkte und drei Ansatzfunktionen N„ Nj, 
Nb Die Ansatzfunktionen vverden durch geometrische Daten entsprechendem Dreieck 
folgendermaBen ausgedruckt [33]: 
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vvobei A die Flāche des Dreiecks ist und 
bi=Zj-zk (3.52) 
Ci=rk-rj 
Die anderen Koeffizienten werden durch zyklisches Vertauschen der Indizes in der 
Reihenfolge к gevvonnen. Die Funktion Nt hat den Wert 1 im Eckpunkt i und den 
Wert 0 in den beiden anderen Ecken (siehe Bild 3.9). 
Fur lineare Dreieckselemente lassen sich die Integrale der Ansatzfunktionen besonders 
einfach berechnen: 
f h a\b\c\ 
i 1 2 3 (a + b + c + 2) (3.53) n (a + b + c + 2) 
vvobei a, b, с beliebige ganzzahlige Exponenten sind. Im Fall der Rotationssvmmetrie 
vverden Zylinderkoordinaten vervvendeten und es gilt: 
dV = InrcKl. 
Der prinzipielle Aufbau des FEM-Gleichungssystems sei an dem Beispiel einer 
Transportgleichung (Diffusionsgleichung) fur die GrōBe ф mit dem Quellenterm Q in 
Zylinderkoordinaten erlāutert: 
дф 1 д ( дфЛ дгф 
dt rdrK drJ' d z 2 + Q ' 
Die dazugehōrigen Randbedingungen lauten: 
(3.54) 
ф = фР апГА - Dirichlet - RB (RB der 1 .Art) 
дф дф -T~nr +^-п+д + а(ф-фа) = 0 an Г в - Robin'sche RB (RB der 3. Art) dr dz 
q, а, Фи? sind Konstanten. Aus der Robin'schen Randbedingung bekommt man die 






дф 1 д 





{e) = 0. (3.55) 
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Nach dem Einsetzen der Approximationsgleichung (3.50) und Anvvendung des 








fov/, г <Kte) + \(q - афа )Nj r aT(Be) + X, 
Xj enthālt das Randintegral iiber die £>/r/c/i/e/-Randbedingungen, die spāter gesondert 
betrachtet vverden. Der Term (дф/dt) vvird mit dem Zvveipunkt-Differenzen-Schema 
{Euler-Verfahren) approximiert und ergibt sich zu 
-Кл+l) 





vvobei At der Zeitschritt ist und (и) und (n+l) nacheinander folgende Zeitmomente 
sind. Es vvird das Implicite-Sdhcme vervvendet, d.h. aile GrōBen in anderen Gliedern 
sind vom Zeitmoment (n+\). Das erlaubt grōDere Zeitinkremente zu vervvenden. Die 
Gleichung (3.56) kann man in Matrix-Schreibweise kompakter darstellen: 
K r r + K n + a C + -
oder noch ktirzer 
К {Ф(0} = ^7 {ФС - А 0} + С К - (я - афа УС (3.58) 
А ф = Г . (3.59) 
Die Systemmatrix А stellt die Ūberlagerung samtlicher (3x3)-Elementenmatrizen dar, 
z.B: 
м 
ф ist der Lōsungsvektor und f ist der bekannte Vektor der "rechten Seite" Die 
Matrizen, die in der Gleichung (3.58) und allen HD-Gleichungen vervvendet vverden, 
sind folgende: 
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K ( e ) = i N , N j r ^ ~ 
n<'> 1 Z 
2 1 1 
1 2 1 
1 1 2 
(3.60) 
R ( e ) = f N.?Jļ±-r(Kl(e) =L 
С, C, Cļ 
c 2 c2 c2 
c 3 c 3 c 3 






Kt? = J £, dr дг 4Л 
bļbļ bļb2 bļbļ 
bļbļ b2b2 b2bļ 
bļbļ b3b2 bļbļ 
r 
4Л 
CļCļ ^1^2 ^1^3 
C 2 C | c 2 c 2 c 2 c 3 
Lc3c, CļCļ CļC3_ 
C ( e ) = J t f , t f y r d T ( e ) = 
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C W = ļN, rdT(e) = 
ŗ<<) 
(3.67) 
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Dabei ist l\2 die Lānge der Randseite des Dreiecks (Bild 3.9). 
HD-Gleichungen in Matrix-Form 
Unter Vervvendung der oben defmierten Matrizen kann man auch die FE-Analoga der 
HD-Gleichungen kompakt darstellen. 
Wirbeltransportgleichung: 
c i o . u 3 6 E m - ^ M a ^ i дт 28 дх) 
Gleichung fur die Stromfunktion: 
Gleichung fur die azimutale Geschvvindigkeit: 
Gleichung fur die Temperatur: 
ļ p ( £ + M r K r +u2Kz ) + K„ +К г г } . { Г ( / ) } = 
=ļ дТ +C(Em L i q j 2 - RdLiq Г 4 ) ŗ 4 | 
(3.68) 
^ } - Ы 0 1 = { 7 1 К ' - л / ) } (3-69) 
ļ — + K „ + K B + К + i ^K r + i^K, + j - {и, (/)} = ļ — ^ 1 (3.70) 
(3.71) 
Randbedingungen 
Die D/n'c/i/er-Randbedingungen (RB 1. Art) vverden nach der Erstellung der Matrix 
implementiert. In f vvird ein entsprechender Randvvert eingetragen, in der Matrix А 
vverden aile Elemente der entsprechenden Reihe gleich null und Hauptdiagonal-
Element gleich eins gesetzt. Fiir die Temperatur und die azimutale Geschvvindigkeit 
vverden fest vorgegebene Werte eingesetzt. 
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Fur den Rotor der Geschvvindigkeit vvird das numerischer Analogon der Gleichung 
(3.40) als Haftbedingung an den Grenzen 3 und 6 implementiert. Dies geschieht 
āhnlich vvie in [35] beschrieben. Der Abstand n ist gleich der Hōhe des 
entsprechenden Randdreieckes (Bild 3.9). 
Die Добш-Randbedingungen (RB 3. Art) an der freien Oberflāche fur den Rotor der 
Geschvvindigkeit sind schon in der Gleichung (3.68) integriert. 
Aufbau des Gleichungssvstems 
Bei der FEM ist die Systemmatrix nicht voll besetzt - die Koeffizienten sind nur fur 
vvenige Nachbarelemente von null verschieden. Da fur die Lōsung des Systems nur die 
von null unterschiedlichen Koeffizienten benōtigt vverden, ist eine erhebliche 
Reduzierung des Speicherplatzbedarfs mōglich. Hier vverden fur jeden Knotenpunkt 9 
von null unterschiedliche Koeffizienten vorgesehen. Es vvird schon bei der 
Netzgenerierung gevvāhrleistet, daB jeder Punkt 8 oder vveniger Nachbarpunkte hat. 
Die Matrix des Systems [A) vvird in zvvei Zeilen aufgeteilt - in Diagonalelemente 
Diag[\..Nv] und Nebenelemente A/os[l..Nv,1..8]. Fiir die Zuordnung der 
Nebenelemente ist eine Verbindungsmatrix sau[l..Nv,1..8] notvvendig. Jetzt kann 
man das Gleichungssystem folgendermaBen darstellen: 
8 
Diag\i\ Atb\i]+ £ Mas[i,sait[i,l]] • Atb[sait[i,l]] = f[i\ i = L.Nv 
Dabei ist Nv die Gesamtanzahl der Knoten und Atb der Lāōsungsvektor. 
Numerische Lōsung 
Am Anfang des Berechnungsvorgangs vverden die zeitlich konstanten Teile der 
Matrizen, z.B. die linke Seite der Gleichung (3.69), berechnet und gespeichert. In 
jedem Zeitschritt vverden die zeitlich verānderlichen Teile der Matrizen und der 
Vektor der "rechten Seite" f berechnet und zum konstanten Teil addiert. Danach 
erfolgt die Berechnung der entsprechenden Gleichungen. Als erste vvird die Gleichung 
der Stromfunktion \f gelōst, danach die Gleichung der Temperatur, die Gleichung der 
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azimutalen Geschvvindigkeit und die Wirbeltransportgleichung. Fiir die Lōsung vvird 
die iterative Methode, die sogenannte Methode der Ūberrelaxation, benutzt. Der 
Relaxationsfaktor со vvird zvvischen 1 und 2 gevvāhlt. In einigen Fāllen, insbesondere 
fur die Berechnung der Wirbeltransportgleichung, ist es sinnvoll, den Faktor a) kleiner 
als 1 vvāhlen. Dann vvird das Relaxationsverfahren Unterrelaxation genannt. Die 
Gleichung vvird solange iteriert, bis ein bestimmtes Konvergenzkriterium erfullt ist. 
Fiir das Konvergenzkriterium err gilt 
maxU<"+,)-«H 
err < l l n + u , vvobei КГЧтККГ 4 
Wenn eine stationare Lōsung zu ervvarten ist, kann err grōBer sein. Wenn die genaue 
Zeitabhāngigkeit der Strōmung berechnet vverden mufi, sollte err kleiner sein. 
3.4.4 Testberechnungen 
Um das entvvickelte Programm fur Strōmungsberechnungen zu testen, vvurden 
'X УХ УХ УХ УХ УХ УХ УХ У\ У 
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'ī\ ī\ f\. I\ f\ I\ f\ f\ f\ 1 ч ч ч ч ч ч ч ч • А Л А 
a/VPVV 
wt— if. ..ir. ЛЛЛАЛ/ X У Ху Ху X I i 4 \ 4 4 14 M ч 4 4 
Л Л ух ух А ? ī А А А' 
У, У\ /\УХ .• X /!/! ! .' X 
ЧНННННГЧНН^ 
.» !# !.» !* : * !.# •# \.r !.# •/ 
KkNKkKKNk 
!\: \: \: M \: s: \ 






Bild 3.10: Berechnungsgebiet, FE Netz mit 20x20 Punktē, Linien r=0.5, z=0 und 
Randbedingungen fiir Vergleichsberechnung mit FLUENT. 
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Vergleichsberechnungen mit dem kommerziellen Programmpaket FLUENT von 
Fluent Inc. durchgefuhrt. FLUENT ist ein umfangreiches Programm, mit dem 
Strōmungen verschiedener Art berechnet vverden kōnnen [36]. Die Basis dieses 
Programms bildēt die Methode der Finiten Volumen. Es kōnnen zvvei- und 
dreidimensionale Probleme in kartesischen und zylindrischen Koordinatensystemen 
berechnet vverden. Ein laminares und mehrere turbulente Strōmungsmodelle stehen 
zur Verfugung. 
Je zvvei Vergleichsberechnungen vvurden dwchgefuhrt. Das Berechnungsgebiet ist ein 
Zylinder mit dem Radius 1 der und Hōhe 1 (Bild 3.10). Die Stimflachen sind fest 
(Haftbedingung), die Mantelflāche ist eine freie Oberflāche (keine Haftbedingung). 
In einer ersten Berechnung ist der thermische Auftrieb die Bevvegungsursache. An der 
freien Oberflāche ist ein konstanter Wārmeflufl mit dem dimensionslosen Wert 1 
angegeben. Die obere und untere Oberflāche haben die gleiche konstante Temperatur. 
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Bild 3.11: Verteilung der Stromfunktion (-Ц/) entlang der Linie z=0; 
Strōmungsguelle - thermischer Auftrieb. 
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sind gleich null. Die ervvārmte Flussigkeit strōmt entlang der freien Oberflāche nach 
oben und bildēt einen fast svmmetrischen Wirbel. Die berechnete Verteilung der 
Stromfunktion an der Linie z=0 ist im Bild 3.11 dargestellt. Die Lage des Maximums 
stimmt gut uberein, die Maximalwerte unterscheiden sich um vveniger als 5%. Bei der 
Berechnung der nichtlinearen Strōmungsgleichungen mit unterschiedlichen Methoden 
ist das eine sehr gute Ūbereinstimmung. 
- 0 . 5 - 0 . 3 - 0 . 1 0.1 0 . 3 0 . 5 
z / R 0 
Bild 3.12: Verteilung der Stromfunktion (yr) entlang der Linie r=0.5; 
Strōmungsursache - Rotationskrāfte. 
In einer zvveiten Berechnung wird die Strōmung von Rotationskrāften erzeugt. Die 
obere Flāche des Zvlinders dreht sich mit einer konstanten dimensionslosen 
Geschvvindigkeit Re=1000. An den festen Grenzen bilden sich die Ekman'schen-
Grenzschichten mit hohen Geschvvindigkeiten aus. Im Bild 3.12 vvird die Verteilung 
der Stromfunktion entlang der Linie r=0.5 dargestellt. Wegen der ausgeprāgten 
Grenzschichten sind die Berechnungen ungenauer und die Ūbereinstimmung bei 
20x20 Punktē ist nicht besonders gut. Die Berechnung mit dem Gitternetz 40x40 
stimmt viel besser mit den Ergebnissen des kommerzieUen Pakets FLUENT uberein. 
Dies ist auf die Tatsache zmiickzufuhren, daB die Randbedingungen in FLUENT 
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anders implementiert vverden. Das letzte Element am Rand ist um den Faktor zvvei 
kleiner, deshalb ist die Genauigkeit bei groBen Geschvvindigkeitsgradienten an der 
Grenze bei FLUENT hōher. 
Mit dem HD-Programm kōnnen auch instationare Strōmungen berechnet vverden. Es 
ist vorgesehen, mōgliche Instabilitāten der Schmelzenstromung zu untersuchen. 
Deshalb ist es vvichtig, das zeitliche Verhalten des Programms zu ūberpriifen. Eine 
Mōglichkeit der ЦЬефгигш^ bietet die Konfiguration mit thermischem Auftrieb an. 
In einer horizontalen fliissigen Schicht, in der die Temperatur unten hōher als oben ist, 
entsteht die Strōmung in Form von sogenannten Benard-Zel\en. Solche 
Strōmungsformen sind in vielen Arbeiten theoretisch und experimentell untersucht 
vvorden. In Abhangigkeit von dem Temperaturgradienten entstehen in der Fliissigkeit 
unterschiedliche Konvektionsregime. Bei kleinen Temperaturgradienten findet keine 
Konvektion statt, bei der Erhōhung des Temperaturgradienten entsteht eine laminare 
Konvektion, die bei noch hōheren Temperaturen in eine oszillierende Konvektion 
(Rayleigh-Benard Instabilitāt) und schlieBlich in eine turbulente Konvektion iibergeht. 
Das Verhāltnis des thermischen Auftriebs und der viskosen Krāfte vvird durch die 
dimensionslose Kennzahl - Rayleigh-Zah\ Ra charakterisiert. Der Ūbergang von der 
ruhenden Fliissigkeit zu einer stationāren Konvektion vvird fiir eine unendlich lange 
10 6 turbulente / zeitabhāngige 
Konvektion / dreidim. Strōmung 
i i o 5 
N • 
-
/ yS zeitunabhāngige 
' / dreidim. Strōmung 
- у / zeitunabhāngige 
— z w e i d i m . Strōmung 
i o 3 
1 
keine Strōmung 
КГ2 l fr 1 1 10 10 2 10 3 10 4 
Prandtl-Zahl 
Bild 3.13: Art der Strōmung in Abhangigkeit von der Rayleigh- und Prandtl-Zahl fiir 
die Benard-Konfiguration, nach Krishnamurti [37] 
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Schicht (aspect ratio «») theoretisch zu Ra=1708 bestimmt [31]. In [37] sind 
Konvektionsregime bei unterschiedlichen Prandtl- und Rayleigh-Zah\en untersucht 
vvorden. Im Bild 3.13 ist das Diagramm nach [37] dargestellt. Bei grōBeren Prandtl-
Zahlen ist der Bereich der zeitabhāngigen Konvektion relativ breit, bei Pr<l geht die 
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Bild 3.14: Wert der Stromfunktion abhangig von der Rayleigh-Zahl bei Pr=10 und 
aspect ratio 2 in Benard-Konfiguration. 
Fūr die Berechnungen wird ein zvlindrisches Gebiet wie vorher vervvendet (siehe Bild 
3.10). Der aspect ratio des Gebietes ist 2. Die Prandtl-ZM Pr ist 10. Im Bild 3.14 sind 
die Werte der Stromfunktion abhangig von der Rayleigh-Zaiu dargestellt. Der 
Ūbergang zur laminaren Konvektion findet zvvischen Ra=2000 und Ra=3000 statt. 
Der Wert ist hōher als 1708, vveil auch der aspect ratio kleiner ist. In [37] findet dieser 
Ūbergang fur den aspect ratio 1 bei 4500 statt, also liegt der berechnete Wert 
zvvischen beiden Referenzen und die Ūbereinstimmung ist gut. Der Ūbergang zu 
zeitabhangiger Konvektion findet zvvischen Ra=9e4 und Ra=le5 statt. In 
Experimenten [37] liegt der Wert etvvas niedriger. Wieder kann man vvegen der 
unterschiedlichen aspect ratio die Ūbereinstimmung als gut bezeichnen. 
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Die Berechnungen vvurden auch bei Pr=l gemacht. Dabei vvurde kein Regime mit 
instationārer Konvektion beobachtet. Im rurbulenten Gebiet vvar die berechnete 
Strōmung stationār. In Experimenten bei Pr=l [37] vvurde dementsprechend auch kein 
Gebiet mit oszillierender Konvektion beobachtet - der Ūbergang von stationārer zu 
turbulenter Konvektion ist sehr rasch. 
3.5 Kopplung aller einzelnen Modelle 
Die Beschreibung aller phvsikalischen Prozesse ist nur ein Teil der gesamten 
Modellbildung und der Berechnungsalgorithmen. Die gegenseitige Beeinflussung von 
verschiedenen Feldern und Phasengrenzen ist sehr stark ausgeprāgt Auf den ersten 
Blick ist es schvver zu beurteilen, vvelche Phānomene beim FZ-Prozess entscheidend 
sind. Nur nach der Berechnung der einzelnen Felder und Phasengrenzen ist es 
mōglich, die vvichtigsten Wechselwirkungen einzuordnen und die Kopplung aller 
Modelle durchzufuhren. 
Der FZ-Prozess stellt ein elektromagnetisch-thermisch-hydrodynamisch gekoppeltes 
Problem dar. Im Bild 3.15 sind die Wechselvvirkungen im FZ-System in einem 
Diagramm mit Pfeilen gekennzeichnet. Die Stārke des Einflusses vvird mit der GrōBe 
des Pfeiles charakterisiert. Die Form des Induktors und die Stromstarke bestimmen 
das EM-Feld und dadurch auch die Verteilung der an den Si-Oberflāchen induzierten 
Wirbelstrōme. Die Wārmequellen des elektrischen Stromes bestimmen das 
Temperaturfeld, vvovon die Form der Phasengrenzen 2, 3, 6 (Bild 3.1) ubervviegend 
abhangig ist. Die Form der fest/flūssig Grenzen 3 und 6 ist auBerdem stark von der 
Ziehgeschvvindigkeit abhangig. Die EM-Kraft an der freien Oberflāche 4 beeinfluBt 
leicht die Form der Oberflāche und verursacht die Schmelzenstromung. Die Form der 
freien Oberflāche ist hauptsāchlich durch die Schvver- und Oberflāchenspannungskraft 
sovvie durch die Position der Tripelpunkte bedingt. Die Lage der Tripelpunkte ist fast 
ausschlieBlich von dem Temperaturfeld oder der Position der Phasengrenzen 3 und 6 
abhangig. Die Konvektion in der Schmelze ist auBer von der Auftriebskraft und EM-
Kraft noch stark von der Rotation des Kristalls und des Vorratsstabs abhangig. Die 
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Strōmung beeinflufit das Temperaturfeld und dadurch auch die Form der 
Phasengrenzen. 
Die thermischen Spannungen und die Verteilung des elektrischen Widerstandes 
vverden in Rahmen dieser Arbeit nicht analvsiert. Es vvurde jedoch auf Basis der 
berechneten Temperaturfelder die Berechnung der thermischen Spannungen [38] 
durchgefuhrt (Modelle sind im [39] beschrieben) und auf Basis der 
Strōmungsberechnungen vvurden die Widerstandsverteilungen von Muižnieks [40] 
berechnet. Die Spannungen, die die Entvvicklung der Dislokationen oder sogar den 
Zusammenbruch von Monokristallen verursachen, sind vom Temperaturfeld und der 
Form der Phasengrenze 6 abhangig. Die radiale Widerstandsverteilung, die eines der 
vvichtigsten Merkmale fur die Scheibenqualitāt ist, hāngt hauptsāchlich von der 
Strōmung in der Schmelze ab. 
Bild 3.15: Schema der wichtigsten Einflusse und Wechselwirkungen der einzelnen 
Felder und Parameter bei der FZ-Zuchtung 
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Die Kopplung der einzelnen Berechnungen vvird iterativ durchgefuhrt. Das 
Blockdiagramm der Berechnungsschritte ist im Bild 3.16 dargestellt. Die gesamte 
Berechnung ist in mehrere Schritte aufgeteilt: 
0) Anfangsform der Phasengrenzen vvird eingegeben. Es vvird angenommen, daB 
keine Konvektion in der Schmelzzone besteht und die Wārme nur aufgrund 
der Wārmeleitung ūbertragen vvird. Fur Silizium mit kleiner Prandtl-Zahl 
(Pr=0.013) ist diese Annahme auch physikalisch korrekt. 
1) Das EM-Feld vvird mit der BE-Methode berechnet. Daraus lassen sich die EM-
Krafte an der freien Oberflāche 4 und die Wārmequellen auf den āuBeren 
Silizium-Oberflāchen 1,2,4, 5 berechnen. 
2) Das Temperaturfeld im Vorratsstab, im Kristāli und in der Schmelzzone vvird 
berechnet. Die Berechnung erfolgt iterativ. Da der Zusammenhang zvvischen 
WārmefluB und Temperatur in der Randbedingung (3.25) ausgeprāgt nichtlinear 
ist, sind einige āuBere Iterationsschritte mit neuberechneten Randbedingungen 
im Anfangsstadium notvvendig. 
3) Phasengrenzen vverden gemāfl den Gleichgevvichtsbedingungen verschoben. 
Die freie Oberflāche vvird ausgehend vom unteren Tripelpunkt (Rc, Zc) mit 
dem Runge-Kutta Schema IV.-Ordnung integriert. Der Parameter Z' vvird im 
Iterationsprozess so ausgevvāhlt, daB die Linie durch den oberen Tripelpunkt 
lāuft. Die Lage der Endpunkte vvird nicht geāndert. 
Die thermisch bedingten Phasengrenzen 2, 3, 6 vverden abhangig von der 
Wārmebilanz im entsprechenden Element verschoben. Die Endpunkte der 
Linien vverden nicht festgehalten sondern gemāB der Bilanz im letzten Element 
auch bevvegt. Die Elemente vverden entvveder mit einem konstanten Schritt +h 
oder proportional zu der Abvveichung verschoben. In der Endphase der 
Berechnungen vvird der Schritt kleiner. 
4) Die FE Netze vverden fur die neuberechneten Gebiete adaptiert. 
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Bild 3.16: Blockdiagramm fur die Kopplung einzelner Modelle. 
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5) Die Schritte 1 bis 3 vverden solange durchgefuhrt, bis die 
Gleichgevvichtsbedingungen an allen Oberflāchen erfūllt sind. Die 
Berechnungen erfolgen interaktiv mit einer visuellen Kontrolle der Form der 
Phasengrenzen und der Disbalance in allen Elementen. Die SchrittgrōBen 
vverden manuell geandert. Die Berechnung der Form der Phasengrenzen dauert 
auf einem Pentium PC in Abhangigkeit von der Anfangsform bis zu einigen 
Stunden. 
6) Fur die Berechnung der Schmelzenstromung ist ein feineres FE-Netz 
notvvendig als fur die Berechnung des Temperaturfeldes fur die 
Phasengrenzen. Jedes Randelement wird in 2 Teile unterteilt und es vvird 
entvveder ein vorhandenes FE-Netz adaptiert oder ein neues generiert. 
7) Die Strōmung und das Temperaturfeld in dem Schmelzengebiet vverden 
berechnet. Die Gleichungen vverden zeitabhangig so lange gelōst, bis eine 
stationare oder quasi-stationāre (periodische) Lōsung gefunden vvird. Eine 
Berechnung mit einem FE-Netz von 4000 Punktē kann auf einem Pentium-PC 
bis zu einer Woche dauem. Auf leistungsfahigeren Rechner (z. B. 
Workstations) ist die Rechenzeit entsprechend kurzer. 
8) Der Wārmeflufl an den Phasengrenzen 3 und 6 vvird berechnet. Wenn die 
Lōsung instationār ist, vvird der zeitliche Mittelvvert vervvendet. Der 
Unterschied zvvischen den Wārmeflussen mit (Punkt 8) und ohne (Punkt 2) 
Konvektion vvird berechnet. Geht die Differenz gegen null, ist das gekoppelte 
Gesamtsvstem gelōst. Wenn nicht, vverden die Schritte 1 bis 8 vviederholt, 
vvobei die Differenz zusātzlich zu den Gleichgevvichtsbedingungen (3.27)-
(3.29) addiert vvird. Meistens sind nur 2 bis 3 Iterationen notvvendig. 
AuBerdem vvird die Strōmung von der Form der Phasengrenzen nicht 
besonders stark beeinflufit und nur kurzzeitige Strōmungsberechnungen sind in 
den nāchsten Iterationsschritten notvvendig. 
Die Kopplung zvvischen dem BE-Modell und FE-Modell erfolgt dadurch, daB die 
Boundarv Elemente mit der Randlinien der Finiten Elemente ubereinstimmen. Die mit 
der BE berechneten Stromvverte vverden in das Randintegral der Temperaturgleichung 
(3.71) eingebunden. 
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4. Ergebnisse und Diskussion 
Obwohl aile Felder im System stark gekoppelt sind, ist eine Unterteilung der 
Berechnungen und Analyse der Ergebnisse in zvvei groBe Teile mōglich 
Phasengrenzen und Schmelzenstromung. Wegen der kleinen Prandtl-Zahl (Prsi = 
0.013) beeinflufit die Konvektion das Temperaturfeld nicht sehr stark und man kann in 
erster NShenmg die Form der Phasengrenzen ohne aufvvendige 
Strōmungsberechnungen untersuchen. 
Bei der Untersuchung der Phasengrenzen geht es hauptsachlich um die Mōglichkeit 
der ProzeBrealisierung. Die Begrenzungen kōnnen rein physikalisch, 
konstruktionstechnisch oder erfahrungsgemāB sein. Die VergrōBerung des 
Kristalldurchmessers und die Verkleinerung der Durchbiegung der 
Kristallisationsfront sind typische Probleme bei der Entvvicklung des Prozesses. 
Tab. 3: Physikalische Eigenschaften des Siliziums 
Parameter VVert Einheit 
Dichte der Schmelze P 2530 kg/m 3 
spez. VVflrmekapazitat с 1000 J/(kgK) 
Volumen-
К ' 1 ausdehnungskoeffizient P 1.510" 4 
Kinematische Viskositat V 3 .410" 7 m 2 / s 
Wanneleitfamgkeit \ 
-Kristāli 98.9-0.0943 T+2.89- I 0 " 5 T 2 W/(mK) 
- Schmelze 67.0 W/(mK) 
Elektrische Leitfahigkeit а 
-Kristāli 5 10 4 S/m 
- Schmelze 1.2 1 0 6 S/m 
Schmelztemperatur T 0 1685 К 
Kristallisationsvvārme к 1.8 1 0 6 J/kg 
Emissionsgrad E 
- Kristāli 0.64 ( T < 1000 K) 
0 . 9 - 2 . 6 1 0 ^ T ( T > 1000 K) 
- Schmelze 0.27 
Oberflāchenspannung Y 0.74 N/m 
Oberflāchenspannungs-
koeffizient dy/5T -2.8 10 N / ( m K ) 
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Tab. 4: In verschiedenen Verōffentlichungen venvendeten Materialeigenschaften des 
Siliziums 
Eigenschaft \ Verōffentlichung [17] [8] [13] [41] [42] [43] [44] 












1049 911 1037 
1037 
Schmelztemperanir, К 1685 1683 1688 1685 1685 1685 
Kristāli isationswārme, 10*J/kg 1.803 1.803 1.64 1.805 




2440 2500 2520 2530 
2300 
Kinem. Viskositat, 10/7m2/s 3.0 2.8 3.26 3 3.00 2.8 3.5; 
10.6 
Volumenausdefanungskoeff., ĪO^K 1 
(fl.) 
1.41 1.0 0.141 1.41 1.43; 
14.3 
Elektrische Leitfahigkeit, 10* S/m (fl.) 
(fest) 

















Die Schmelzenstromung bestimmt die Dotierstoffverteilung an der 
Kristallisationsfront und somit die Verteilung des elektrischen Widerstands des 
geziichteten Kristalls. Mit den Berechnungen sollen EinfluDmōglichkeiten auf die 
Strōmung gefunden vverden, um sie kontrollieren zu kōnnen. Wenn man vveiterhin 
den Zusammenhang zvvischen der Strōmung und der Widerstandsverteilung kennt, 
kann man letztere gezielt verbessern. 
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4.1 Vergleich mit dem Experiment 
Als Basis fiir den Vergleich mit Experimenten und folgenden Parameterstudien vvurde 
eine tvpische Ziehanlage fur 4-Zoll Kristalle des Institūts fur Kristallzuchtung, Berlin, 
gevvāhlt. Zur Zeit haben 4-Zoll unter den FZ-Kristallen den groBten Anteil auf dem 
Weltmarkt (neben 3-Zoll, 5-Zoll und 6-Zoll Kristallen), damit entsprechen die 
experimentellen Parameter den industriellen Parametern. 
Die vervvendeten physikalischen Eigenschaften des Siliziums sind in Tab. 3 
zusammengefaBt. Nicht aile fur die Simulation benōtigten Eigenschaften des 
Siliziums sind eindeutig bekannt. In verschiedenen Arbeiten sind oft unterschiedliche 
Werte angegeben. In Tab. 4 sind Werte aus einigen Verōffentlichungen und 
Handbūchern enthalten. Man sieht, daB die Viskositat und die 
Temperaturabhangigkeit des Oberflāchenspannungskoeffizienten sich sehr oft 
unterscheiden. Obvvohl Silizium einer der am besten untersuchten Stoffe der Welt ist, 
sind die gemessenen Daten oft sehr alt und manchmal existiert nur ein Experiment 
[44]. In letzter Zeit, in der die Wichtigkeit der Simulation zunimmt, vverden neue 
Experimente durchgefuhrt und damit neue, genauere Werte fur die 
Materialeigenschaften erfaBt [45], [46]. 
In der Basiskonfiguration betragt der Durchmesser des Kristalls 103 mm und der des 
Vorratsstabs 89 mm, die Ziehgeschvvindigkeit ist 3.3 mm/min, der Kristāli ist 195 mm 
und der Vorratsstab 390 mm lang. Die Rotationsgeschvvindigkeit des Kristalls betragt 
5 U/min und die des Vorratsstabs 20 U/min in umgekehrter Richtung. Der 
Induktorstrom Io vvurde mit 945 A ist so gevvāhlt, daB der untere Tripelpunkt sich 10.3 
mm unter dem Induktor befindet (siehe Bild 3.1), was einem im Experiment 
gemessenen Abstand entspricht. Die entsprechenden dimensionslosen Parameter sind: 
Pep=0.39, Pec=0.32, Bip=0.28, Bic=0.28, BiM=0.16, 
QeF=2.07, Qec=2.07, QeM=1.45, Crŗ=0.34, Crc=0.41, 
Fe=0.18, Sg=0.012, Gr=2.7e9, Pr=0.013, ReF=-16.7103, 
Rec=4.09103, Em=1.9109, Ma=3.0107. 
Bild 4.1: Finite Elemente Netz fur die Berechnung des Temperaturfeldes (a) 
und der Schmelzenstromung (b) 
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Bild 4.2: Aus der Video des FZ-Prozesses erstellter Bild: Vorratsstab, Induktor, 
Schmelze, Kristāli (nach [29]) 
Bild 4.3: Photo-scanning Messungen des elektrischen Widerstands in der vertikalen 
Querschnitt des Kristalls (nach [29]) 
Fiir die Beschreibung der EM-Eigenschaften der Abschmelzfront 2 (Bild 3.1), wo die 
Oberflāche teilvveise mit Flūssigkeitstropfen uberdeckt ist, vvird der Wert des 
Koeffizienten £ benōtigt. In dem folgenden Berechnungen vvurde der Wert £ so 
gevvāhlt, daB die berechnete Position der Abschmelzfront mit der gemessenen 
ubereinstimmt. Ein Vergleich mehrerer Experimente mit den Berechnungen fūhren zu 
einem Wert £=1.4, vvobei dieser Wert praktisch unabhāngig von den 
Zuchtungsparametern ist. 
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Das FE-Netz fiir die Berechnung des Temperaturfeldes und der Phasengrenzen ist im 
Bild 4.1-a gezeigt. Das Netz enthālt insgesamt 6166 lineare Dreieckselemente und 
3277 Knoten. Der Vorratsstab enthālt 2510, die Schmelze 2336 und der Kristāli 1320 
Elemente. Die Phasengrenzen sind in 302 Linienelemente unterteilt. Die 
ElementgrōBe ist stark ortsabhāngig und in etwa den ervvarteten 
Temperaturverteilungen angepaDt. In der Nāhe der Schmelzzone, vvo die grōflten 
Temperaturgradienten auftreten, ist die ElementgrōBe entsprechend klein. Das 
Gitternetz fur die Berechnung der Schmelzenstromung ist im Bild 4.1-b dargestellt. Es 
ist vvesentlich feiner als das Netz fur die Berechnung des Temperaturfeldes und enthālt 
7760 Elemente. Um die Geschvvindigkeitsgradienten in der Grenzschicht genauer 
aufzulōsen, ist das Netz am Rand erheblich feiner als in der Mitte. Fur die Erzeugung 
der FE-Netze vvurde ein eigener Netzgenerator benutzt. Er arbeitet nach dem Prinzip 
der Makroelemente. Zuerst wird das Gebiet in vvenige groBe Dreiecke (in diesem Fall 
95 Dreiecke) automatisch oder "per Hand" aufgeteilt. Danach vvird jedes Dreieck 
automatisch in kleinere Dreiecke unterteilt, vvobei sich die ElementgrōBe nichtlinear 
āndern kann. 
Berechnung 
Experiment • • • 
Bild 4.4: Vergleich zwischen berechneten (Linien) und gemessenen (Punktē) 
Phasengrenzen 
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Das Experiment [29] vvurde auf Video aufgenommen. Die Form der Phasengrenzen 
vvurde mit digitalisierten Einzelbildern erfaBt (Bild 4.2). Die Verteilungen des 
elektrischen Widerstands und die Form der Kristallisationsfront vvurden anhand von 
photo-scanning Messungen [47] ermittelt. Der Kristāli vvurde in Lāngsrichtung 
durchgeschnitten und die vertikāle Ableitung des elektrischen Widerstands gemessen. 
Die Oberflāche vvurde mit einem Abstand zvvischen den MeBpunkten von 0.1 mm in 
vertikaler Richtung und 1 mm in radialer Richtung vermessen. Das MeBergebnis ist 
im Bild 4.3 mit unterschiedlichen Graustufen dargestellt. Man kann im Bild die Form 
der Kristallisationsfront leicht erkennen. 
Die berechneten und gemessenen Phasengrenzen vverden im Bild 4.4 verglichen. Die 
Form der gemessenen Phasengrenzen sind den Bild 4.2 und Bild 4.3 entnommen. Bei 
der Berechnung vvird auch der EinfluB der Strōmung beriicksichtigt. Die 
Ūbereinstimmung zvvischen dem Experiment und der Berechnung ist gut. Geringe 
Unterschiede sind im Mittelbereich der Kristallisationsfront und im zentralen Bereich 
des Induktors (in der sogenannten "Halszone") festzustellen. 
4.2 Analyse der Phasengrenzen und analvtische Modelle 
4.2.1 Abschmelzfront 
Wie schon bei der Modellbildung im Abschnitt 3.3.1 ervvāhnt vvurde, ist das 
Abschmelzen des Vorratsstabes ein komplizierter ProzeB, der sich kaum mit 
einfachen Modellen beschreiben lāBt. Geschmolzenes Silizium zieht sich zu kleinen 
Trōpfchen zusammen und fliefit unter Wirkung der Schvverkraft entlang der 
Oberflāche des Vorratsstabes in die Schmelze hinein. Die Oberflāche ist nicht glatt 
sondern mehr oder vveniger mit Rillen und anderen Unebenheiten durchquert. Da sich 
die elektrische Leitfahigkeite des Siliziums in festem und flussigem Zustand um den 
Faktor 25 unterscheiden, ist die Eindringtiefe und dementsprechend auch die 
induzierte Wārmemenge sehr stark von der Verteilung des fliissigen Siliziums an der 
Oberflāche abhangig. 
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Es ist notvvendig, das Verhāltnis zvvischen der festen und fliissigen Phase des 
Siliziums an der Oberflāche zu bestimmen. Man kann in erster Nāherung annehmen, 
daB die Oberflāche des Vorratsstabes von einer fliissigen Schicht mit der Dicke h 
bedeckt ist. Die Schicht vvird durch EM- oder Oberflāchenspannungskrāfte am 
Vorratsstab gehalten. Unter der Wirkung der Schvverkraft flieBt die Schmelze entlang 
der Oberflāche nach unten. Der DurchfluB Q nach [31] ist 
vvobei a der Neigungsvvinkel der Oberflāche, g die Schvvehrkraft, v die kinematische 
Viskositat und h die Dicke der fliissigen Schicht ist. Andererseits ist der DurchfluB 
mit dem pro Zeiteinheit abgeschmolzenen Volumen gleich. Daraus folgt bei г = 0.5Ro 
die Gleichung fiir die Dicke der fliissigen Schicht h : 
vvobei щ die Vorschubsgeschvvindigkeit, RQ der Radius des Vorratstabs ist. 
Man sieht, daB die Dicke der fliissigen Schicht vvegen der Kubikvvurzel sehr 
unempfindlich gegenūber Parameterānderungen ist. Fiir die Konfiguration aus der 
Abschnitt 4.1 mit der Vorschubgeschvvindigkeit щ = 5-105 m/s, Ro = 0.05 m und а = 
2.5° ist die Dicke h = 0.16 mm. Die Eindringtiefe des EM-Feldes fur fliissiges Si bei 
der Frequenz/= 3 MHz ist 8= 0.26 mm, deshalb flieBt der Strom sovvohl im fliissigen 
als auch im festen Silizium. Dies vvurde mit einem Koeffizienten £ beriicksichtigt 
(Abschnitt 3.3.1 und 4.1), der das Verhāltnis zvvischen den Wārmequellen in 
flussigem Silizium zu festen Silizium mit einer flūssigen Schicht beschreibt. An der 
Abschmelzfront vvurde dessen Wert experimentell mit £ = 1.4 bestimmt (£ = 1 fur die 
rein fliissige und £ = 5 fiir die rein festen Phase). Man kann den Wert von £ bei 
bekannter Dicke der fliissigen Schicht berechnen. Die eindimensionale Berechnung 
des Vektorpotentials des EM-Feldes mit der Methode der finiten Differenzen ist 
elementar und vvird hier nicht beschrieben. Der berechnete Koeffizient £ ist 2.5 fiir das 
Verhāltnis Schichtdicke zu Eindringtiefe W8 = 0.6 (A = 0.16 m m , / = 3 MHz). Das 
bedeutet, daB in Wirklichkeit mehr Strom durch die fliissige Phase flieBt als die stark 
Q = 3v sma, 
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vereinfachten Berechnungen zeigten. Eine mōgliche Erklārung dafūr ist, daB wegen 
der Unebenheiten an der Oberflāche die fliissige Schicht an einigen Stellen dicker ist. 
Der Strom bevorzugt die fliissigen Stellen mit kleinerem elektrischen Widerstand, 
deshalb flieBt durch die nebenliegenden festen Zonen vveniger Strom und insgesamt 
vvird vveniger Wārme erzeugt. 
Praktische Beobachtungen zeigen, daB das Abschmelzverhalten von der Frequenz 
abhangig ist. Bei zu niedriger Frequenz vvird das Material nicht gleichmāBig 
abgeschmolzen, vveil das Temperaturmaximum tief in Inneren des Kōrpers liegt und 
die Oberflāche zu kalt vvird [7]. 
Die starke Nichtlinearitāt des Abschmelzprozesses demonstriert eine einfache 
eindimensionale Berechnung des EM und Temperaturfeldes an der Abschmelzfront. 
Im Bild 4.5 sind berechnete Temperaturverlāufe zu verschiedenen Zeitpunkten 
dargestellt. Bei einer konstanten dimensionslosen Temperatur von 0.5 vvird das EM 
Feld "eingeschaltet" und das Gebiet in Oberflāchennāhe ervvārmt. Am Anfang steigt 
die Temperatur bis zum Schmelzpunkt (T=l) in der Nāhe der Oberflāche, danach 
Koordināte (Knoten) 
Bild 4.5: Temperaturverlāufe zu verschiedenen Zeitpunkten - ĪD Berechnung an der 
Abschmelzfront 
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erreicht ein breiteres Gebiet die Schmelztemperatur (Kurven 1 bis 4) In dieser Zeit 
wird ein Teil der Energie fur den Phasenilbergang in den fliissigen Zustand vervvendet. 
Ein starker Temperatursprung findet im Zeitpunkt 6 statt, zu dem erst im Inneren des 
Kōrpers die Schmelze entsteht und vvegen der besseren elektrischen Leitfahigkeit 
mehr Strom flieBt. Die Eindringtiefe vvird kleiner und die Temperatur in tieferen 
Bereichen sinkt vvegen vveniger Wārmequellen. Der nāchste Temperatursprung findet 
in dem Moment statt, vvo die Oberflāche fliissig vvird und dabei vveniger Wārme 
abgestrahlt vverden kann (Kurve 25). 
4.2.2 Freie Schmelzenoberflāche 
Die Form der freien Schmelzenoberflāche vvird grundsātzlich von der 
Oberflāchenspannung und der Schvverkraft bestimmt. Die Form und Stabilitāt der 
freien Oberflāche fūr die Konfiguration, die der FZ-Ziichtung von Kristallen mit 
kleinem Durchmesser entsprechen, sind in [4] untersucht vvorden. Es vvurde gezeigt, 
daB fiir eine klassische FZ Anordnung mit Vorratsstab oben und Kristāli unten die 
fliissige Zone noch bei einem Winkel von 90° (horizontal) am Vorratsstab stabil ist. 
Die maximale Hōhe der fliissigen Zone ist auf etvva 14.8 mm begrenzt, vvenn der 
Radius des Vorratsstabes dem Kristallradius entspricht. 
Um die Form und die Stabilitāt bei groBeren Kristallen zu untersuchen, vvurde das 
Modeli aus Abschnitt 3.3.2 vervvendet. Der Halsradius, vvo die freie 
Schmelzenoberflāche den Vorratsstab berūhrt (oberer Tripelpunkt), ist viel kleiner als 
der Kristallradius. Dabei ist ein GroBteil der Schmelzenoberflāche horizontal und 
flach, nur in der Nāhe des Kristalls und des Vorratsstabs ist sie gekrummt. Im Bild 4.6 
sind Oberflāchen fiir den Parameter Sg = 0.012 (Material Silizium, 
Kristalldurchmesser 100 mm) bei unterschiedlichem Referenzdruck Z' dargestellt. Die 
Endpunkte der Linien entsprechen einem Winkel von 90° am Vorratsstab, der Kontakt 
mit der Abschmelzfront (Endpunkt der freien Oberflāche) ist jedoch in jedem 
beliebigen Punkt der Linie mōglich. Die einzige Begrenzung ist der Winkel der freien 
Oberflāche der nur maximal 13° (Kontaktvvinkel fur Silizium) grōBer als der Winkel 
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der Abschmelzfront in diesem Punkt sein darf, sonst ziehen die 
Oberflāchenspannungskrafte die Schmelze entlang der Abschmelzfront hoch. 
Bei der Analvse der Form der Phasengrenzen ist es wichtig, die Hōhen h \ , h j , hļ (Bild 
4.6) zu kennen, deshalb vvurden sie numerisch berechnet. Die Hōhe des flachen Teils 
der Schmelzenoberflāche ūber dem Kristallrand 
h\ » ; Л, * 15 ļ — = 8.2/и/я 
\Pg 
ist bei h i « R o und RH«RO nur von Materialeigenschaften abhangig, vvobei RH den 
Halsradius bezeichnet. 
Die Beobachtungen in Ziehanlagen und auch numerische Berechnungen zeigen, daB 
die Abschmelzfront in der Nāhe des Kontakts mit der Schmelze nahezu vertikal 
verlāuft. Dann ist die minimale Hōhe des fliissigen Halses gleich h 2 . Die maximale 
Hōhe des Halses vvird beim Winkel 90° erreicht und mit hļ bezeichnet. Die 
maximalen Werte dieser Hōhen vverden beim R H « R^ 12 erreicht und sind 
Ķ « 13 А— = 7.1 mm, 
Л, «1.9 J — =WAmm. 
\Pg 
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Bei kleineren Halsdurchmessern sind die Zonenhōhen etvvas kleiner. Allgemein gilt, 
daB die gesamte Zonenhōhe zvvischen 15.3 und 18.6 mm liegen kann. Diese Zahlen 
sind etvvas grōBer als das von Coriell [4] berechnete Maximum von 14.8 mm fur die 
Konfiguration mit kleineren Kristalldurchmessem. 
4.2.3 Temperaturfeld im Kristāli 
Wenn die Lānge des Stabes viel grōBer ist als der Radius, kann man die 
Temperaturverteilung auch etvvas vereinfacht als eindimensional betrachten. Es vvird 
angenommen, daB der Temperaturgradient in axialer Richtung viel grōBer ist als in 
radialer Richtung. Dann muB man die Wārmeleitungsgleichung nur in axialer 
Richtung lōsen, vvobei die radiale Wārmeleitung und Abstrahlung als Wārmesenken 
beriicksichtigt vverden: 
Die dimensionslosen Randbedingungen lauten: 
. , дТ 
dz 
Die Lōsung dieser Gleichung vvird in der Form T(z)=(a+b Bi c z) d gesucht und ist leicht 
zu finden: 
T(z) = Ml* 2 (4.1) 
Diese Temperaturverteilung vvird im nāchsten Unterkapitel mit numerisch berechneten 
Werten bei unterschiedlichen Я/or-Zahlen verglichen. Der dimensionslose WārmefluB 
bzvv. Temperaturgradient an der Phasengrenze (z=0) ist 
4 = - ^ - (4-2) 
GemāB dieser Formel kann man die fiir den FZ-Prozess notvvendige Leistung 
berechnen. Die gesamte Leistung ergibt sich aus der Summē der im Kristāli und 
Vorratsstab abgefuhrten und von der Abschmelzfront und Schmelzenoberflāche 
abgestrahlten Wārme. Der WārmefluB muB mit der jevveiligen Querschnittsflāche 
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multipliziert vverden. Bei kleinem Halsdurchmesser (in Vergleich zum 
Kristalldurchmesser) und gleichen Kristāli- und Vorratsstabdurchmessern bekommt 
man die Gleichung fur die erforderliche Leistung 
vvobei 71, eff die effektive Temperatur des Induktors ist. Die Leistung ist praktisch nur 
von der Biot-Zahi Bi abhangig, die nur eine variable GrōBe, den Kristallradius Ro 
enthālt. Im Bild 4.7 ist die Leistung fur 7y e f f = 0.84, Ои=0.27, £fc=0.46 
dimensionsbehaftet (mit XTQRQ multipliziert) abhangig von Kristalldurchmesser 
dargestellt. Der grōBte Teil der Wārme vvird durch die Kristalloberflāchen zum 
Gehāuse abgestrahlt, obvvohl bei grōBeren Durchmessern die Wārmestrahlung zum 
Induktor stārker zunimmt. Die numerisch berechneten Leistungen sind mit Punkten 
dargestellt. Die Form der entsprechenden Phasengrenzen ist in Bild 4.22 zu sehen. Die 
Ūbereinstimmung mit den analvtischen Ergebnissen ist gut. Bei der numerischen 
Berechnung ist die Leistungskurve etvvas flacher, vveil der Durchmesser des 
Polvstabes fur aile Berechnungen konstant vvar. 
40 n 
0 50 100 150 200 250 300 
Kristalldurchmesser [mm] 
Bild 4.7: Fur den FZ-Prozefi erforderliche Leistung 
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4.2.4 Kristallisationsfront 
Die Prozesse an der Kristallisationsfront sind fur die Qualitāt des Kristalls 
entscheidend, deshalb ist auch deren Verstandnis besonders vvichtig. In diesem 
Abschnitt vvird die Abhangigkeit sovvohl der makroskopischen Parameter vvie 
VVārmefluB und Temperatur als auch der Form dieser Grenze von den anderen 
Prozessparametern untersucht. 
Bild 4.8: Zum analytischen Modeli der Abschmelzfront 
Die Bezeichnungen fur ein einfaches analvtisches Modeli sind im Bild 4.8 angegeben. 
Es vvird angenommen, daB die Temperatur sich linear āndert und 
Temperaturgradienten senkrecht zur Kristallisationsfront gerichtet sind. Die hier 
folgenden Gleichungen sind dimensionslos. Der WārmefluB q entsteht vvegen der 
TemperaturdifFerenz zvvischen der Kristallisationsfront (Schmelztemperatur 7=1) und 
der Kristalloberflāche (T< 1) im Abstand h vom Tripelpunkt: 
Einerseits mufi der WārmefluB gleich der von der Kristalloberflāche abgestrahlten 
Wārme (Wārmequellen vverden vernachlāssigt) sein: 
Bi T4 
q cos© = Bi T 4 . (4.4) 
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Andererseits mufl der WārmefluB q der Summē der Kristallisationsvvārme und dem 
zusātzlichen WārmefluB aus der Schmelze entsprechen: 
q = Crsin& + qM. (4.5) 
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 
Bi 
Bild 4.9: Abhangigkeit des Parameters Cr* von dem Parameter Bi; Numerisch 
und analytisch berechnete Winkel der Phasengrenze 0 
Aus den Formeln (4.3)-(4.5) kann man die Temperatur T als Funktion von A, Rd, 0 
und den WārmefluB qM als Funktion von h, Rd, Cr und 0 berechnen. Der Winkel 0 
ist aus diesen Formeln nicht zu bestimmen und muB vorgegeben werden. Der 
WārmefiuB qM ist von der Temperaturverteilung in der Schmelze abhangig und kann 
in der Mirte und am der Rand durchaus unterschiedliche Werte annehmen. Um die 
Situation zu vereinfachen, vvird der WārmefluB als klein im Vergleich zur 
Kristallisationsvvārme angenommen, vvas bei hōheren Ziehgeschvvindigkeiten auch der 
Fall ist. Dann kann der Winkel in der Nāhe des Tripelpunktes (T=l) aus den Formeln 
(4.3) und (4.4) bestimmt vverden: 
2Bi 
0 = 2arcsin—— (4.6) 
Numerische Berechnungen mit #м=0 bei unterschiedlichen Parametem Rd 
(proportional zum Kristallradius) zeigen, daB die Phasengrenze nur bei einem 
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bestimmten Wert fur Cr existiert. Dieser Wert wird im folgenden mit Cr* bezeichnet, 
er kann die maximale Kristallisationsgeschwindigkeit bei gegebenen 
Abstrahlungsbedingungen (Rd) bestimmen. Cr* ist im Bild 3.1 abhangig von dem 
Parameter Rd dargestellt. Eine Approximation ergibt 
Cr* = 1.14Bi065 (4.7) 
Der Winkel 0 ist bei grōBeren Werten fur Rd kleiner und die Durchbiegung der 
Phasengrenze grōBer. Bild 4.9 zeigt, daB die Ūbereinstimmung des numerisch 
berechneten Winkels mit der nach Formel (4.4) berechnetem Winkel bei kleineren 
Werten fur Rd und Cr sehr gut ist. 
Bild 4.10: Form der Phasengrenze fiir Rd=0.283 und unterschiedliche цм 
Bei reellen Ziehbedingungen ist der WārmefluB aus der Schmelze immer vorhanden. 
Je kleiner der Parameter Cr ist, desto grōBer muB der WārmefluB qu sein, um die 
durch Rd bestimmte Abstrahlung zu gevvāhrleisten. Die Kompensation von Cr und дм 
muB am Kristallrand genauer angepaBt sein, weil da die Wārmeflusse grōBer sind. Bei 
tvpischen FZ-Anordnungen ist der Temperaturgradient im Zentrum kleiner als am 
Rand und desvvegen wird bei kleinerem Parameter Cr die Durchbiegung der 
Phasengrenze kleiner. Diese Tatsache vvird sovvohl in Experimenten als auch in 
numerischen Berechnungen (Bild 4.16) beobachtet. 
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Wie vveit die Durchbiegung der Phasengrenze von der Verteilung Цм(г) beeinfluBt 
wird, zeigen die nāchsten Berechnungsergebnisse. Der Parameter Rd ist 0.283. Der 
WārmefluB qM wird als konstant oder linear vom Radius abhangig angegeben. Der 
Parameter Cr vvird fur jede Berechnung so angepaflt, daB die Berechnung der 
Phasengrenze mōglich ist. Im Bild 4.10 sind die berechneten Phasengrenzen 
dargestellt. Wenn der WārmefluB von der Schmelze grōBer ist, ist der Parameter Cr 
(Ziehgeschvvindigkeit) kleiner. Es gilt der Zusammenhang 
Cr**Cr + qM. (4.8) 
Auch die Durchbiegung der Phasengrenze vvird dabei kleiner. Dieser Effekt ist noch 
ausgeprāgter, vvenn der Wārmestrom im Zentrum kleiner ist als am Rand. 
0.95 
0.85 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Bild 4.11: Temperaturverlauf am Kristallrandfur Rd=0.284 und unterschiedliche 
Parameter Cr; Vergleich zwischen analytischem und numerischem Modeli 
Wenn дм bekannt ist, kann man auch den erforderlichen Strombelag und die 
Wārmequellen an der Schmelzenoberflāche berechnen. Nach Bild 4.8 gilt fur die 
dimensionslosen Wārmequellen 
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0 е * / =9w+Bi м 1 + 
A, + / J C O S 2 0 
sin© 
und die Oberflāchentemperatur 
A, + Acos2Q 
^ = 1 + ^ sin© 
Die Konstante h\ vvurde im Unterkapitel 4.2.2 bestimmt. 
Der Winkel zvvischen dem Kristailrand und der Phasengrenze ist nicht nur vom 
Parameter Rd sondem auch von der Verteilung des Wārmestroms qM und vom Cr 
abhangig. Die analvtischen Abhāngigkeiten 7ДА) vverden bei konstantēm Rd und 
unterschiedlichen Winkeln 0 mit numerischen Berechnungen verglichen. 
Parameterstudien zeigen, daB der Winkel bzvv. die Durchbiegung der Phasengrenze 
von der Ziehgeschvvindigkeit (Bild 4.17) abhangig ist. Bei einer Ziehgeschvvindigkeit 
von v c = 2.5 mm/min (Cr=0.26) ist der Winkel 0 = 63° und bei v c = 3.6 mm/min 
(Cr=0.37) ist © = 57°. Im Bild 4.11 sind die numerischen und analvtischen Ergebnisse 
fiir zvvei unterschiedliche Winkel (bzvv. Ziehgeschvvindigkeiten oder Parametern Cr) 
dargestellt. Das einfache analvtische Modeli zeigt deutlich auch den numerisch 
berechneten Trend, daB bei kleinerem Winkel (grōBerer Ziehgeschvvindigkeit) die 
Temperatur langsamer abfāllt und dadurch integral mehr Wārme abgestrahlt vvird. Im 
Diagramm ist auch der Temperaturverlauf dargestellt, der mit dem eindimensionalen 
Modeli ohne Beriicksichtigung der Winkel berechnet vvurde (Formel (4.1)). In 
grōBerem Abstand vom Schmelzpunkt liegt dieser Verlauf noch nāher an den 
numerischen Berechnungen als die vvinkelabhāngigen analvtischen 
Temperaturverteilungen. 
4.2.5 Globales analytisches Modeli 
Ein globales Modeli vvird die Zusammenhānge zvvischen den geometrischen MaBen 
des Svstems und den dimensionslosen Parametern verdeutlichen. Die Bezeichnungen 
sind im Bild 4.12 dargestellt. Es vverden die Formel (4.2) und die 
WārmefluBbedingungen an der Abschmelzfront und der freien Oberflāche vervvendet. 
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An der Abschmelzfront gilt: 
ŠQeMJĪ ~Cr- BiF -(0.8Bi F )° J = 0. (4.9) 
Entsprechend kann man fur die freie Schmelzenoberflāche schreiben: 
Qe M ; 2 2 +Cr- BiM - (0\8Bi c)° J = 0. (4.10) 
Mit Hilfe der FluBerhaltung des EM-Feldes erhālt man: 
У Л Л 1 = J i n 2 R i -
Die Bedingung, daB der integrale Strom im Silizium gleich mit dem Induktorstrom ist, 
liefert: 
Die Lānge der Oberflāche, vvo Strom induziert vvird, kann man aus den geometrischen 
Daten des Induktors und dem Abstand zvvischen der Siliziumoberflāche und Induktor 
berechnen: 
/, = (Ri-R,) + Q5nh, + 05яй, 
l2 =(R2-R,) + OSnh, + 057^ 
Bild 4.12: Bezeichnungen zum globalen Modeli 
Wenn die MaBe Rj, h Ri, R2 und die Parametern Qe, Cr, Bi bekannt sind, kann man 
die Abstānde h\ und Л2 zvvischen dem Induktor und der Siliziumoberflāchen vvie folgt 
berechnen: 
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wobei der Strombelag j \ und j 2 aus der Formeln (4.9) und (4.10) berechnet vvird. Im 




- * — h2, anal/tiech 
л h1, numerisch 
• h2, numerisch 
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Cr 
Bild 4.13: Numerisch und analytisch berechneten Abstānde hj und h2 
Bild 4.13 vverden die analvtisch und numerisch berechneten Abstānde h\ und h2 
miteinander verglichen. Als Beispiel vvurden die Berechnungen mit unterschiedlichen 
Ziehgeschvvindigkeiten genommen (Bild 4.17). Der Induktorstrom (Parameter Qe) 
vvird dabei gleichzeitig so angepafit, daB der Abstand h2 praktisch konstant bleibt. Die 
erzielte Ūbereinstimmung ist gut. In den folgenden zvvei Bildern vverden die 
analvtischen Ergebnisse dargestellt, in denen nur ein Parameter geāndert vvurde. 
Im Bild 4.15 sind die Abstānde in Abhangigkeit vom Parameter Cr bei 
unterschiedlichem Parameter Qe dargestellt. Bei grōBeren Werten des Parameters Cr 
nimmt der Abstand h2 sehr stark zu - es vvird die maximale Ziehgeschvvindigkeit 
erreicht (siehe Abschnitt 4.2.4). Bei kleineren Ziehgeschvvindigkeiten (Cr) und 
kleineren Stromstarken (Qe) geht der Abstand zu null, dabei ist es nicht mōglich, eine 
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Bild 4.15: Abhangigkeit der Abstānde hl und h2 von der Parameter Cr 
Im Bild 4.14 sind die Grōflen h\ und h2 in Abhangigkeit von Qe (Induktorstrom) 
dargestellt. Es ist deutlich ein Minimum des Parameters Qe zu erkennen, bei dem der 
ProzeB noch mōglich ist. Bei Cr=0 steigt der Abstand h\ schneller als h2• Wenn Cr 
grōBer vvird, steigt der Abstand h2 schneller. 
Bild 4.14: Abhangigkeit der Abstānde hl und h2 von der Parameter Qe 
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4.3 Form der Phasengrenzen: Parameterstudien 
Mit dem Berechnungsprogramm ist es mōglich, Einflusse unterschiedlichen Parameter 
auf die Form der Phasengrenzen zu untersuchen. Im diesen Abschnitt vverden die 
vvichtigsten Zusammenhange untersucht. Wenn nicht anders gesagt, vvird neben dem 
zu untersuchenden Parameter auch der Induktorstrom in jeder Berechnungsreihe so 
variiert, daB der Abstand hc (Bild 3.1) zvvischen dem unteren Tripelpunkt und dem 
Induktor konstant bleibt. Die anderen Parametern vvurden vvie in der Berechnung, die 
mit dem Experiment verglichen vvurde (Abschnitt 4.1), gevvāhlt. Der EinfluB der 
Schmelzenstromung vvird nicht beriicksichtigt. 
Einige vvichtige GrōBen vvie Durchbiegung der Phasengrenze, Induktorstrom, 
Temperaturiiberhohung in der Schmelze usvv. sind fiir aile folgenden 
Berechnungsserien in der Tab. 5 zusammengefaBt. 
1 416° С 
D 
2) 
908° С 3) 
Bild 4.16: Form der Phasengrenzen und das Temperaturfeld (100 К 
Temperaturdiffernz zwischen zwei Isothermen) in unterschiedlichen 
īVachstumstadien: 1 - Anfang, 2 - Mitte, 3 - Ende 
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Wachstumsstadium 
Im Bild 4.16 sind die berechneten Phasengrenzen und das Temperaturfeld in 
unterschiedlichen Wachstumsstadien dargestellt. Man sieht, daB die 
Temperaturverteilung und die Form der Phasengrenzen von der Lānge des Kristalls 
und des Vorratsstabs abhangig ist. Im Anfangsstadium ist die Durchbiegung der 
Kristallisationsfront grōBer und die mittlere Temperatur des Kristalls ist hōher. Eine 
grōBere Durchbiegung ist ein unervvunschter EfTekt, weil sie zu hōheren thermischen 
Spannungen fuhrt [48]. Beobachtungen in Zūchtungsprozessen zeigen, daB vvenn ein 
Zusammenbruch des Kristalls stattfindet, erfolgt er meistens im Anfangsstadium, vvo 
die Durchbiegung der Phasengrenze grōBer ist. [49], [50]. 
Ziehgeschvvindigkeit 
Der EinfluB der Ziehgeschvvindigkeit auf die Form der Phasengrenzen ist im Bild 4.17 
dargestellt. Die Ziehgeschvvindigkeit vvird von 2.5 mm/min bis 3.6 mm/min variiert. 
Bei hōheren Ziehgeschvvindigkeit ist die Durchbiegung der Kristallisationsfront 
а 2.5 mm/min 
b 3.3 mm/min 
с 3.6 mm/min 
Bild 4.17: EinfluB der Ziehgescfmindigkeit auf die Form der Phasengrenzen 
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grōBer. Dabei vverden die Temperaturgradienten im Kristāli hōher, und mehr 
Kristallisationsvvārme kann abgefuhrt vverden. Die Abschmelzfront liegt nāher am 
Induktor, um die grōBere Abschmelzvvārme pro Zeiteinheit durch zusātzliche 
Wārmequellen kompensieren zu kōnnen. Mit zunehmender Ziehgeschvvindigkeit vvird 
es immer schvverer, den zentralen Teil der Abschmelzfront (Grenze fest/flussig) 
abzuschmelzen. Einerseits vvird mehr Wārme zum Schmelzen benōtigt, andererseits 
vvird der WārmefluB von der Schmelze vvegen geringerer Uberhitzung in der 
Schmelze (Tab. 5) kleiner. Schon bei einer Ziehgeschvvindigkeit von 3.8 mm/min vvar 
die Berechnung vvegen des zu langen Mittelteils unmōglich, da dieser fast bis zur 
Kristallisationsfront reichte. 
Induktorstrom 
In dieser Berechnungsreihe vvird nur der Induktorstrom geāndert, aile anderen 
Parameter bleiben konstant. Wie im Bild 4.18 dargestellt ist, āndert sich die 
Zonenhōhe am stārksten bei Ānderung der Induktorleistung. Der Halsdurchmesser 




Bild 4.18: Form der Phasengrenzen in Abhangigkeit vom Induktorstrom 
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Bild 4.19: Eiņflufi der Induktorhōhe auf die Form der Phasengrenzen 
groli 
normai 
Bild 4.20: Eiņflufi des Innenlochs des Induktors auf die Form der Phasengrenzen 
klein vvird, kann der Abbruch des flūssigen Halses zu einem ProzeBabsturz fuhren. 
Die Durchbiegung der Kristallisationsfront und Position des zentralen Bereichs der 
Abschmelzfront āndern sich geringfugig. 
Form des Induktors 
Die Form des Induktors ist eine sehr vvichtige EinfluflgrōBe bei der FZ-Zuchtung von 
Siliziumkristallen mit groBem Durchmesser. Die Form des Induktors vvurde mit 
zunehmendem Kristalldurchmesser von einer einfachen Windung mit Rohrquerschnitt 
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(Bild 2.1) zu einem keilfōrmigen Induktor komplizierter Form weiterentwickelt. Die 
Entvvicklung fand hauptsāchlich empirisch statt. Mit Hilfe des 
Berechnungsprogramms ist es mōglich, die Grenzen der Formānderung zu berechnen, 
bei denen der ProzeB noch mōglich ist. 
Im Bild 4.19 sind die berechneten Phasengrenzen fur verschiedene Induktorhōhen 
dargestellt. Bei dunnerem Induktor ist die Abschmelzfront zu flach und teilvveise 
sogar nach aufien geneigt. Das ist nicht zulāssig, weil das abgeschmolzene Silizium 
nicht entlang der Phasengrenze in die Schmelze flieBt, sondem nach auBen. Die 
Bild 4.21: Eiņflufi der Induktorform auf die Form der Phasengrenzen 
Durchbiegung der Kristallisationsfront ist grōBer bei flacheren Induktoren. 
Im Bild 4.20 sind Induktoren mit unterschiedlichen Lochdurchmessern, die sich um 
etwa 10% gegeniiber dem mittleren unterscheiden, dargestellt. Man sieht, daB bei 
kleinerem Lochdurchmesser die Durchbiegung der Kristallisationsfront grōBer und der 
Halsdurchmesser viel kleiner vvird. Der zentraler Teil der Abschmelzfront steigt mit 
kleinerem Lochdurchmesser an. Bei Ānderung des Innenlochs um vveitere 10% ist 
kein ProzeB mehr mōglich. Bei zu kleinem Loch bricht der fliissige Hals ab. Bei 
grōBerem Loch schmilzt der Vorratsstab im zentralen Bereich nicht mehr ab. 
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Gevvōhnlich haben die Induktoren eine bestimmte Neigung an der Ober- und 
Unterseite. Die Ānderung des Winkels āndert die Strom- und Wārmequellenverteilung 
zvvischen dem inneren und āuBeren Bereich (z.B. Bild 4.19). Wenn man den Winkel 
nicht konstant hālt, kann man die Stromverteilung noch gezielter beeinflussen. Im 
Bild 4.21 ist mit einer gestrichelten Linie ein Induktor dargestellt, der viel Wārme im 
zentralen und āuBeren Bereich aber vvenig Wārme im mittleren Bereich der 
Schmelzenoberflāche erzeugt. So vvird die Durchbiegung der Kristallisationsfront 
vvesentlich kleiner bei geringer Ānderung des Halsdurchmessers und der 
Abschmelzfront. 
Kristalldurchmesser 
Um den EinfluB des Kristalldurchmessers auf die Form der Phasengrenzen zu 
veranschaulichen, vvurden Berechnungen bei unterschiedlichen Kristalldurchmessern 
und gleichbleibenden anderen Parametern durchgefuhrt. Im Bild 4.22-a sind die 
Phasengrenzen beim Kristalldurchmesser von 75, 100, 125 und 150 mm abgebildet. 
Im Bild 4.22-b ist die Durchbiegung der Kristallisationsfront abhangig vom 
Kristalldurchmesser dargestellt. 
200 
Bild 4.22: Form der Phasengrenzen (a) und Durchbiegung der Kristallisationsfront 
(b) bei unterschiedlichen Kristalldurchmessern 
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Die Durchbiegung der Kristallisationsfront bzvv. der Winkel der Phasengrenze am 
Kristāli nimmt bei grōfieren Durchmessern zu, vvas auch die Berechnungen im 
Abschnitt 4.2.4 zeigen. Die Form der Abschmelzfront āndert sich unvvesentlich. Bei 
grōBeren Kristalldurchmessern ist die Vorschubgeschvvindigkeit des Vorratsstabs 
hōher, desvvegen ist der mittlere Teil etvvas tiefer in die Schmelze eingetaucht als bei 
kleineren Kristalldurchmessern. Der Halsdurchmesser ist vom Kristalldurchmesser 
praktisch unabhāngig. Die unterschiedlichen Halsdurchmesser im Bild 4.22 kommen 
vvegen verschiedener Zonenhōhen zustande. 
Stromfreguenz 
Aus der Definition der dimensionslosen Parameter sieht man, daB die Stromfrequenz 
direkt nur den Parameter Qe beeinfluBt. Bei hōheren Frequenz vvird mehr Wārme pro 
Flācheneinheit bei gleicher Stromdichte im Silizium eingebracht. Da die Zonenhōhe 
konstant gehalten vvird, muB der Strom kleiner sein. Dementsprechend ist der EM-
Druck auf die freie Oberflāche kleiner und die freie Oberflāche liegt nāher am 
Induktor im zentralen Gebiet, vvo der maximale Strom flieBt (Bild 4.23). Wegen des 
kleineren Abstands vvird der Strom in dieser Stellē grōBer und es vvird mehr Wārme in 
der Mirte der Schmelze eingebracht. Dadurch vvird die Durchbiegung der 
č=2.8 MHz 
M 1 . 2 MHz 
Bild 4.23: Form der Phasengrenzen bei verschiedenen Stromfreguenzen 
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Kristallisationsfront grōBer und der mittlere Teil der Abschmelzfront liegt hōher. Bei 
der Berechnung vvurde nicht beriicksichtigt, daB sich bei hōherer Frecmenz das 
Verhāltnis zvvischen Eindringtiefe des EM-Feldes und der Dicke der fliissigen Schicht 
āndern kann, was den Wert des Parameters £ verāndert (Abschnitt 4.2.1). 
Insbesondere bei Kristallen mit grōBeren Durchmessem (150 - 200 mm) kōnnen die 
thermischen Spannungen die Festigkeitsgrenze des Kristalls iiberschreiten, vvas zu 
einem Bruch des Kristalls schon im Anfang des Wachstumsstadiums fuhren kann. Um 
die thermischen Spannungen im Kristāli zu verringem, kōnnen Reflektoren oder 
passive Nachheizer in der Nāhe der Phasengrenze angebracht vverden. Es ist bekannt, 
daB allgemein die thermischen Spannungen bei kleinerer Durchbiegung der 
Phasengrenze und kleineren Temperaturgradienten an der Phasengrenze [48] kleiner 
vverden. Im den nāchsten zvvei Berechnungsbeispielen betragt der Kristalldurchmesser 
150 mm. Im Bild 4.24 sind die berechneten Phasengrenzen fur unterschiedliche 
Reflektor 
kein Reflektor 
Reflektor unten, 50% 
Reflektor oben, 50% 




Bild 4.24: Form der Phasengrenzen in Abhangigkeit von der Position und 
Reflexivitāt des Reflektors 
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14 - Reflektor unten, 50% 
Reflektor oben, 50% 
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Bild 4.25: Temperaturgradient G an der Kristallisationsfront im Kristāli fur 
unterschiedliche Reflektoren 
Reflektoren abgebildet. Hōher angeordnete Reflektoren verkleinern die Durchbiegung 
der Phasengrenze starker, als niedriger angeordnete. Ein Reflektor mit hōherem 
Reflexionsgrad beeinfluBt die Form der Phasengrenze starker. 
Zusatzliche Schlitze 
Um die Stromverteilung im Induktor zu verāndern, kōnnen radiale Schlitze vervvendet 
vverden, vvie mit dem Modeli im Abschnitt 3.1.2 beschrieben vvird. Die radial am 
Innenloch angeordneten Schlitze bevvirken, daB der Strom im zentralen Bereich 
geschvvācht und mehr nach auBen gedrangt vvird. Das Bild 4.26 zeigt, daB sovvohl 
lāngere (6% lānger) als auch breitere (25% breiter) Schlitze die Durchbiegung der 
Phasengrenze verkleinern und den Halsdurchmesser vergrōBem. Die maximale 
Temperatur in der Schmelze vvird kleiner, vveil vveniger Wārmequellen im zentralen 
Bereich erzeugt vverden. 





Bild 4.26: Form der Phasengrenzen in Abhangigkeit von der Lānge und Breite der 
zusātzlichen Schlitze 
Zusammenfassune 
Die Parameterstudien zeigen, daB die Form der Phasengrenzen stark vom 
ProzeBstadium, von der Induktorform und von den Zuchtungsparametern abhangig ist. 
In der Tab. 5 ist die Abhangigkeit der vvichtigsten geometrischen Parameter vvie 
Durchbiegung der Kristallisationsfront und Halsdurchmesser sovvie die maximale 
Temperaturdifferenz in der Schmelze fiir ausgevvāhlte Berechnungen 
zusammengefaBt. Von der Form der Kristallisationsfront sind die thermischen 
Spannungen im Kristāli und die Kristallqualitāt abhangig. Der Halsdurchmesser ist ein 
vvichtiges MaB fur die Realisierbarkeit des Prozesses. Durch die Temperaturdifferenz 
in der Schmelze ist die Starke des thermischen Auftriebs bestimmt. 
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Tab. 5: Zusammenfassung der Parameterstudien: Durchbiegung der 
Kristallisationsfront, maximale Temperaturdifferenz in der Schmelze und 
Halsdurchmesser fiir ausgev/ahlte Parameterānderungen. 




der Schmelze, [K] 
Halsdurchmesser, 
[mm] 
Durchmesser des (Bild 4.20) 
Innenlochs, [mm] 
29.6 15.35 68.9 14.0 
33.8 17.20 54.8 20.5 
37.5 19.07 46.4 25.1 
Kristalldurchmesser, (Bild 4.22) 
[mm] 
75 9.1 45.0 
100 16.3 49.9 
125 26.0 53.4 




2.5 14.61 60.0 22.08 
3.0 16.28 49.9 23.47 
3.3 17.48 43.6 24.23 
3.6 18.94 37.4 24.92 
Induktorstrom, [A] (Bild 4.18) 
800 17.44 48.4 31.29 
850 17.23 43.8 27.20 
900 16.50 38.7 22.31 
Induktorhōhe, [mm] (Bild 4.19) 
12.5 16.28 50.0 23.47 
6.25 17.20 54.8 20.55 
Der vvichtigste EinfluBparameter bem FZ-Kristallziehen ist die Form des Induktors, 
die die Strom- und Wārmequellenverteilung sovvie den Abstand zvvischen Induktor 
und Phasengrenzen bestimmt. Der Durchmesser des Innenlochs beeinfluBt den 
Halsdurchmesser und die Durchbiegung des zentralen Teils der Abschmelzfront. Die 
Induktorhōhe hat starken EinfluB auf die Form der Abschmelzfront und der 
Kristallisationsfront. Die Form der Induktorunterseite beeinfluBt die Durchbiegung 
der Kristallisationsfront, vvobei andere Phasengrenzen fast unverāndert bleiben. Die 
Schlitze haben EinfluB auf die Durchbiegung der Kristallisationsfront, den 
Halsdurchmesser und die Durchbiegung der Abschmelzfront. 
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Eine hōhere Ziehgeschvvindigkeit erhōht die Durchbiegung der Kristallisationsfront 
und Abschmelzfront und verkleinert den Abstand zvvischen Induktor und 
Abschmelzfront. 
Der Induktorstrom āndert die Zonenhōhe und den Halsdurchmesser, vvobei andere 
GrōBen vvenig beeinfluBt vverden. 
Die Frequenz hat vvenig EinfluB auf die Form der Phasengrenzen. 
Ein Reflektor in der Nāhe der Kristallisationsfront beeinfluBt die Form der 
Kristallisationsfront und die Temperaturgradienten an dieser Phasengrenze. 
Bei kleinerer Kristallānge (Anfangsstadium des Ziehprozesses) ist die Durchbiegung 
der Kristallisationsfront grōBer. 
Bei der Analvse der Parametereinflusse kann man auch sekundāre Effekte oder 
Zusammenhānge feststellen. Es ist sehr deutlich zu sehen, daB bei kleinerem 
Halsdurchmesser die Durchbiegung der Abschmelzfront im zentralen Bereich kleiner 
und die Durchbiegung der Kristallisationsfront grōBer ist. 
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4.4 Schmelzenstromung 
Die Analvse der Schmelzenstromung vvird mit der Berechnung der tvpischen 
Basiskonfiguration begonnen, danach vvird der EinfluB von Parameteranderungen und 
die Stabilitāt der Strōmung bei der FZ-Kristallzūchtung untersucht. AnschlieBend 
vverden die Mōglichkeiten der nichtstationāren Kristallrotation simuliert und 
analysiert. 
Fūr die Berechnung der Strōmung vvird die Konfiguration (siehe Abschnitt 4.1) mit 
folgenden fur die Strōmung relevanten dimensionslosen Parametern benutzt: Fe=0.18, 
Sg=0.012, Gr=2.7e9, Pr=0.013, BiM=0.16, QeM=1.45, Reŗ=-16.7103, Rec=4.09103, 
Em=1.9109, Ma=3.0107. Als Gebiet fur die Berechnung vverden die ohne HD-EinfluB 
berechneten Phasengrenzen benutzt. Das Gebiet ist in 7760 Dreieckselemente 
unterteilt. Als Anfangsbedingungen sind die konstante Schmelztemperatur Го fur das 
Temperaturfeld und die Rotation der Schmelze als starren Kōrper zusammen mit dem 
Kristāli fur die azimutale Geschvvindigkeit angenommen. Fur die meridionale 
Strōmung vvird mit einem Nullfeld gestartet. 
a b c d 
Bild 4.27: Isolinien der Stromfunktion (a), der azimutalen Geschmndigkeit (b) und 
der Temperatur (c) fūr drei nacheinander folgende Zeitpunkte. Parametenverte 
Gr=2.7-109, Pr=0.013, BiM=0.16, QeM=l.45, Re^-16.7103, Rec=4.091&, 
Em=1.9-l(f, Ma=3.0107. Isolinien der Stromfunktion (d) mit Em=0, Ma=0 
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Nach einer bestimmten Berechnungszeit hat die Strōmung einen Zustand mit sich 
vviederholenden Oszillationen mit begrenzter Amplitude angenommen. Es vvurden 150 
Sekunden mit einem Zeitschritt von 0.0015 Sekunden berechnet. Im Bild 4.27 sind die 
Isolinien der Stromfunktion (a), der azimutalen Geschvvindigkeit (b) und der 
Temperatur (c) fur drei im Abstand von 2 s aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 
dargestellt. Die Isolinien der Stromfunktion zeigen die Strōmungsrichtung und deren 
Dichte ist der Geschvvindigkeit proportional (siehe auch die Definition der 
Stromfunktion (3.38)). Die Strōmung in meridionaler Ebene (r,z-Ebene) hat zvvei 
Wirbel. Die Isolinien der Stromfunktion zeigen, dafl der āuBere Wirbel nahezu stabil 
ist. Der innere Wirbel dagegen zeigt bemerkensvverte Oszillationen der 
Geschvvindigkeit, insbesondere im unteren Bereich an der Kristallisationsfront. Da 
sind die meridionalen und azimutalen Geschvvindigkeitsfelder besonders stark 
gekoppelt. Man kann auch sehen, daB die Geschvvindigkeitsschvvankungen die 
Temperaturschvvankungen erzeugen. 
100 
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Zeit [s] 
Bild 4.28: Zeitlicher Verlauf des Minimums undMaximums der Stromfunktion fur zwei 
unterschiedliche Gitternetze: (a) 7760 und (b) 3006 Elemente. Die gestrichelten 
Linien (c) entsprechen den Fall ohne Marangoni- und EM-Krāfte 
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Um den EinfluB der unterschiedlichen Krāfte auf die Strōmung zu analvsieren vvurden 
die Strōmungsberechnungen ohne EinfluB der EM- und Marangoni-Krāfte vviederholt 
(Em=0, Ma=0). Die entsprechenden Isolinien der Stromfunktion sind im Bild 4.27-d 
dargestellt. Die Struktur der Strōmung mit zvvei Hauptvvirbeln bleibt in etvva gleich, 
vvas auf die dominierende Rolle des thermischen Auftriebs gegeniiber der EM- und 
Marangoni-Konvektion in diesem Parameterbereich hinvveist. Die Unterschiede 
zvvischen beiden Fāllen treten hauptsāchlich in den zentralen Bereich auf, 
insbesondere in der Nāhe der Kristallisationsfront. Naturlich mussen bei genauer 
Berechnung der Temperatur- und Geschvvindigkeitsfelder die Marangoni- und EM-
Krāfte beriicksichtigt vverden. 
Zur Abschātzung der dominierenden Konvektionsmechanismen kann auch die 
dynamische Bond-Zahl vervvendet vverden, die das Verhāltnis zvvischen Auftriebs-
und Marangoni-Krāften beschreibt [51]: 
° Ma dyldT' 
Fiir Bo>l dominiert die thermische Auftriebskonvektion gegeniiber der Marangoni 
Konvektion. Fiir die berechnete FZ-Anlage mit 100 mm Kristallradius ist Во = 63.3, 
vvas auf die Dominanz des thermischen Auftriebs hinvveist. Bei grōBeren 
Kristalldurchmessern ist der thermische Auftrieb von immer grōBerer Bedeutung. 
Im Bild 4.28 ist die Zeitabhāngigkeit des Minimums und Maximums der 
Stromfunktion bzvv. die Intensitat des inneren und āuBeren Wirbels dargestellt. Die 
Periode der Oszillationen ist etvva dreimal kleiner als die Periodendauer der 
Kristallrotation. Das System hat den quasistationāren Zustand nach etvva 20 Sekunden 
erreicht. 
Im Bild 4.28 ist ebenfalls ein Vergleich der Ergebnisse bei unterschiedlichen 
Gitternetzen abgebildet. Die durchgezogene Linie entspricht dem Gitternetz mit 7760 
Elementen, die Punktlinie entspricht dem Netz mit 3006 Elementen. Sovvohl der 
Mittelvvert der Stromfunktion als auch die Frequenz und Amplitude der Oszillationen 
stimmen sehr gut uberein, vvas die Genauigkeit der nichtstationāren Berechnungen 
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bestatigt. Es vvurden auch Berechnungen mit unterschiedlichen Zeitschritten 
verglichen. Der Zeitschritt ist so klein gevvāhlt, daB eine Verdoppelung des 
Zeitschrittes keinen sichtbaren EinfluB auf das zeitliche Verhalten der Stromfunktion 
hat. 
Mit der gestrichelten Linie im Bild 4.28 sind die Berechnungsergebnisse fur den Fall 
ohne Marangoni- und EM-Krāfte dargestellt. Die Āhnlichkeit der Kurven bestatigt, 
daB die Situation von der thermischen Konvektion bestimmt ist. 
4.4.1 EinfluB auf die Form der Phasengrenzen 
Bei der Analvse der Form der Phasengrenzen vvurde auf die Strōmungsberechnungen 
verzichtet. In diesem Unterkapitel vverden die Berechnungsergebnisse dargestellt, die 
den EinfluB der Strōmung auf die Form der Phasengrenze gemāB Itterationsschema 
(Kapitel 3.5) berūcksichtigen. Die Phasengrenze (Kristallisationsfront) hat die 
endgūltige Form nach 3 Iterationen angenommen. 
Bild 4.29: Eiņflufi der Schmelzenstromung auf die Form der Kristallisationsfront. a) -
Strōmung bei Kristallrotation 5 U/min, b) - ohne Strōmung, c) - Strōmung ohne 
Rotation. Die Punktē stellen die gemessene Form der Phasengrenze dar 
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Im Bild 4.29 ist die Form der Kristallisationsfront bei drei unterschiedlichen 
Strōmungen in der Schmelzenzone dargestellt. Linie (a) entspricht der 
Basiskonfiguration mit Kristallrotation 5 U/min, die Punktē stellen die gemessene 
Form der Phasengrenze dar. Linie (b) ist die Phasengrenze ohne Beriicksichtigung der 
Schmelzenstromung. Der Abstand zvvischen den Linien betragt 2 - 3 mm. Linie (c) ist 
die Form der Phasengrenze fiir einen nichtrotierenden Kristāli. In diesem Fall ist der 
StrōmungseinfluB grōBer. Bei hōherer Kristallrotation vvird der EinfluB der Strōmung 
immer kleiner (siehe nāchstes Unterkapitel). Die Formānderung der Schmelzenzone 
beeinfluBt die Konvektion sehr vvenig. Der Unterschied zvvischen Minima und 
Maxima der Stromfunktion in den Berechnungsgebieten (a) und (b) ist viel kleiner als 
die Amplitude der zeitlichen Oszillationen der Stromfunktion. Desvvegen kōnnen die 
Konvektionsberechnungen mit ausreichender Genauigkeit auch ohne Neuberechnung 
der Phasengrenzen durchgefuhrt vverden. 
4.4.2 Zusammenhang zvvischen dem instationāren 
Geschwindigkeitsfeld und der VViderstandsverteilung im geziichteten 
Kristāli 
Die berechneten Oszillationen der Temperatur und der Strōmungsgeschvvindigkeit 
kōnnen fiir die Anafvse des Dotierstoffeinbaus und der Widerstandsverteilung im 
Kristāli vervvendet vverden. 
Im Bild 4.30 sind die berechneten normalen Ableitungen der tangentialen 
Geschvvindigkeit an der Kristallisationsfront dargestellt. Jede Kurve entspricht einem 
Zeitpunkt, das Zeitintervall zvvischen zvvei Kurven ist 0.05 s. Die Parameter 
entsprechen der Basiskonfiguratioin (Strōmungsbilder in Bild 4.27). Die 
Schvvankungen der Geschvvindigkeit sind im zentralen Bereich, vvo der mittlere 
Wirbel nahe an der Phasengrenze liegt, sehr ausgeprāgt. Im āuBeren Bereich und in 
der Nāhe der Svmmetrieachse sind die Geschvvindigkeitsschvvankungen sehr klein. 
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Bild 4.30: Verteilung der normalen Ableitung der tangentialen Geschwindigkeit an 
der Kristallisationsfront fur mit 0.05 sek aufeinanderfolgende Zeitpunkte 
(Parameter entsprechen der Berechnung von Bild 4.27 a,b,c) 
I, mm 
Bild 4.31: 210 Photo-Scanning Profilē in radialer Richtung ūber den 
Kristalldurchmesser mit axialem Abstand 0.1 mm. Ro = 51.5 mm, 
Ziehgeschwindigkeit 3.3 mm/min, Kristallrotation 5 U/min (nach [29]) 
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Die Konvektion in der Schmelze bestimmt den Dotierstoffeinbau und damit auch den 
lokalen elektrischen Widerstand des Kristalls, vvobei eine hōhere 
Dotierstoffkonzentration einem kleineren Widerstand entspricht. Wāhrend des 
Kristallvvachstums entsteht in der Schmelze an der Kristallisationsfront eine 
Diffusionsgrenzschicht mit erhōhter Dotierstoffkonzentration [52], vveil die 
Dotierstoffe mit kleinerer Wahrscheinlichkeit als die Siliziumatome im vvachsenden 
Kristāli eingebaut vverden. Im Schmelzenvolumen auBerhalb der Grenzschicht ist die 
Dotierstoffkonzentration nahezu konstant. Das Verhāltnis zvvischen den 
Dotierstoffkonzentration in gevvachsenen Kristāli cc und in der Schmelze см direkt an 
der Phasengrenze vvird Gleichgevvichtsverteilungskoeffizient ko genannt. Der effektive 
Verteilungskoeffizient к*д stellt das Verhāltnis zvvischen Dotierstoffkonzentration im 
Schmelzenvolumen und Kristāli dar [53] 
k = ^ Г4 1П 
'* k0+(l-k0)-cxpi-ucSD/Dy K • } 
und ist von der Ziehgeschvvindigkeit uc, Dicke der Diffusionsgrenzschicht SD und 
vom Diffusionskoeffizienten D abhangig. Die Dicke der Diffusionsgrenzschicht ist 
vviederum von der Strōmungsgeschvvindigkeit abhangig. Nach der klassischen 
Grenzschichttheorie ist 
SD ~Re-U2Sc-m, (4.12) 
vvobei Sc = v/D die Schmidt- und Re die Revnolds-Zahlen sind. An einer rotierenden 
Scheibe, vvas besser der Situation bei der Kristallzuchtung entspricht, vvird die Dicke 
der Grenzschichtes mit folgender Gleichung beschrieben [54]: 
5=\.6Sc-m(vlWc)vl (4.13) 
Die Formeln (4.11)-(4.13) zeigen, daB die momentane Dotierstoffkonzentration im 
Kristāli von der Ziehgeschvvindigkeit und von der Strōmungsgeschvvindigkeit an der 
Kristallisationsfront abhangig ist. Die Schvvankungen der Ziehgeschvvindigkeit 
vverden von den Temperaturschvvankungen verursacht, die vviederum den 
Strōmungsschvvankungen folgen. Die Berechnungen zeigen, daB die 
Temperaturschvvankungen einen āhnlichen radialen Verlauf vvie die 
Geschvvindigkeitsschvvankungen (Bild 4.30) haben, desvvegen vvird hier die 
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Geschvvindigkeitsschvvankung mit der Widerstandsschwankung verglichen. Genauere 
Quantitative Zusammenhange sind z.B. in [55] und [56] als zeitabhāngige numerische 
Simulation der Dotierstoffkonzentration bei periodischer Ānderung der 
Ziehgeschvvindigkeit und in [57] bei periodischen Temperaturschvvankungen 
dargestellt. 
Wenn die Strōmungsgeschvvindigkeit an der Kristallisationsfront schvvankt, mussen 
auch ahnliche Schvvankungen der Dotierstoffkonzentration und des elektrischen 
Widerstands im gevvachsenen Kristāli raumlich abgebildet sein. Bei hōheren 
Geschvvindigkeit vvird die Dicke der Grenzschicht kleiner, die 
Dotierstoffkonzentration im Kristāli kleiner und der Widerstand hōher. 
Die berechneten Geschvvindigkeitskurven vverden mit photo-scanning- Messungen in 
einem vertikalen Kristallquerschnitt (Bild 4.3) verglichen. Die MeBsignale sind der 
axialen Ableitung des elektrischen Widerstands proportional. Bild 4.31 zeigt die 
Ergebnisse als Kurven in radialer Richtung bei unterschiedlicher axialer Position mit 
einem Schritt von 0.1 mm. Die Amplitude der gemessenen Widerstandsoszillationen 
zeigen die gleiche radialen Verteilung mit zvvei Maxima vvie die 
Geschvvindigkeitsschvvankungen in Bild 4.31. Die Messung zeigt auch 
Widerstandsschwankungen tiber den ganzen Kristalldurchmesser, die eine etvva zvvei 
mal kleinere Amplitude als die Maxima haben. Diese Schvvankungen vverden 
Rotationstriations genannt und entstehen vvegen der Unsymmetrie der Anlage, 
besonders vvegen des Induktorspaltes. Dieser Vergleich gilt als vvichtiger indirekter 
Bevveis fur die Genauigkeit der vervvendeten Modelle und der Strōmungsberechnung, 
da eine direkte Messung der Strōmungsgeschvvindigkeiten vvegen des sehr hohen 
Aufvvands und der Komplexitat noch nicht in einer FZ-Anlage durchgefuhrt vvorden 
ist. 
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4.4.3 Parameterstudien 
Einer der vvichtigsten EinfluBparameter fur die Schmelzenstromung, der sich 
rechnerisch genauso einfach vvie praktisch verāndern lāBt, ist die Kristallrotation. Es 
vvurden drei Berechnungen mit unterschiedlicher Kristallrotation berechnet - 5 U/min, 




Bild 4.32: Isolinien der Stromfunktion bei 
unterschiedlichen Kristallrotation 
Im Bild 4.32 sind die Isolinien der 
Stromfunktion fur aile drei Varianten 
dargestellt. Die Ānderung der 
Stromfunktion zvvischen zvvei 
benachbarten Isolinien dvļ/ ist in allen 
Bildēm gleich. Man sieht, daB die 
meridionale Konvektion bei 
zunehmenden Rotationsgeschvvindigkeit 
unterdriickt vvird es bleiben immer 
vveniger Stromlinien im 
Schmelzenvolumen. Bei 20 U/min ist 
eine bemerkbare Konvektion nur noch 
am Vorratsstab und an der freien 
Oberflāche vorhanden. Im ubrigen 
Volumen rotiert die Schmelze praktisch 
vvie ein starrer Korper. Die 
Durchmischung in der Schmelze vvird 
verhindert und damit kann eine hohe radiale Inhomogenitat der Dotierstoffverteilung 
auftreten. Die Temperaturverteilung bei hōheren Rotationsgeschvvindigkeit vvird von 
der Konvektion vveniger beeinfluBt und gleicht sich der Temperaturverteilung ohne 
Konvektion an. 
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Bild 4.33: Radiale Geschwindigkeitskomponente ur im vertikalen Querschnitt bei 
r/Ro = 0.28 fur unterschiedliche Kristallrotationsgescfnvindigkeiten 
Wenn auch bei hōheren Rotationsgeschvvindigkeiten die Konvektion unterdruckt ist, 
bildēt sich an der Kristallisationsfront eine Randschicht mit hoher Geschvvindigkeit. 
Im Bild 4.33 ist die radiale Geschvvindigkeitskomponente ut entlang der vertikalen 
Linie bei r/Ro 0.28 fiir unterschiedliche Kristallrotationsgeschvvindigkeiten 
dargestellt. Man sieht, daB bei hōherer Rotationsgeschvvindigkeit die Geschvvindigkeit 
in der Nāhe der Kritallisationsfront sogar grōBer gevvorden ist. Bei dominierenden 
zentrifugalen Krāften entvvickeln sich an festen Wānden isctonaH-Randschichten [54]. 
Nach der allgemeinen Randschichttheorie ist die Dicke der ЯсЛ/яал-Randschichtes 
vvobei E die Есктап-ЪгЫ ist. Fiir eine rotierende Scheibe in unendlicher ruhender 
Fliissigkeit (Karma/i-Strōmung) hat die radiale Geschvvindigkeitskomponente 
Maximum im Abstand 8 von der Oberflāche. Fiir eine Rotationsgeschvvindigkeit 20 
U/min (Rec=1.64103) ist der Abstand £ gleich 0.4 mm. Die Berechnungsergebnisse, 
die in Bild 4.33 dargestellt sind, zeigen das Geschwindigkeitsmaximum auch exakt 
mit 0.4 mm Abstand von der Kristallisationsfront, vvas die Envvicklung der Eckman-
Randschichten bei hōheren Rotationsgeschvvindigkeiten in der Schmelzzone bestatigt. 
8 = JĒ = 1 
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Bild 4.34: Zeitlicher Verlauf des Maximums (āufierer Wirbel) und Minimums (innerer 
Wirbel) der Stromfunktion bei drei unterschiedlichen Kristallrotations-
geschvindigkeiten 
Im Bild 4.34 sind das Minimum und Maximum der Stromfunktion zeitabhāngig 
dargestellt. Bei hōherer Rotationsgeschvvindigkeit vverden die Extremwerte und deren 
Schvvankungsamplitude kleiner. Nur der innere Wirbel am Vorratsstab vveist 
Schvvankungen auf. Der EinfluB der Kristallrotation auf die Stabilitāt der Strōmung 
vvird im nāchsten Unterkapitel nāher untersucht. Da die Ānderung der 
Rotationsgeschvvindigkeit im Bereich von einigen U/min bis zu ca. 20 - 40 U/min in 
der Praxis ohne vveiteres realisierbar ist, ist die Rotationsgeschvvindigkeit ein sehr 
einfluBreicher Parameter fur die Kontrolle der Schmelzenstromung. 
Um die Analvse der vveiteren EinfluBparametern einfacher und durchsichtiger zu 
gestalten, vvird in der folgenden Parameterstudie die Vorratsstab- und Kristallrotation 
zu null gevvāhlt. Das verkurzt auch die Rechenzeit, vveil aile untersuchten 
Konfigurationen ohne Rotation relativ schnell zu einer stationāren Lōsung 
konvergieren. 
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Der EinfluB der Induktorform auf die Konvektion ist im Bild 4.35 dargestellt. Die fur 
die Stromungsberechnungen vervvendeten Phasengrenzen sind im Bild 4.21 
verglichen. Der modifizierte Induktor (2) erzeugt vveniger Wārmequellen im mittleren 
Bereich (Bild 4.35-c), vveshalb dort auch die Temperatur vvesentlich niedriger ist (Bild 
4.35-b). Die Isolinien zeigen, dafl die Intensitat des āuBeren Wirbels beim Induktor (2) 
kleiner ist und ein zusātzlicher Wirbel am Kristallrand entsteht. Der kleine Wirbel 
vvird von EM-Krāften erzeugt, vveil beim Induktor (2) ein zusātzliches 
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Bild 4.35: Vergleich von zwei unterschiedlichen Induktorformen: (a) - Isolinien der 
Stromfunktion, (b) - Temperatur an der freien Oberflāche, (c) - dimensionslose 
Oberflāchenstromdichte an der freien Oberflāche 
Im Bild 4.36 sind Berechnungsergebnisse fur zvvei unterschiedliche Stromfrequenzen 
- 2.8 MHz und 11.2 MHz - abgebildet. Die entsprechenden Phasengrenzen sind im 
Bild 4.23 verglichen. Bei einer viermal hōheren Frequenz sind die EM-Krafte um den 
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Faktor zvvei kleiner. Der innere Wirbel zeigt keine besondere Ānderungen, der āuBere 
Wirbel ist intensiver und gleichzeitig kleiner gevvorden. Die EM-Krāfte in 
oberflāchennahen Schicht vvirken hauptsāchlich den Marangoni- und Auftriebskrāften 
entgegen. Das ist gut im Bild 4.36b zu sehen, vvo die tangentiale Geschvvindigkeit 
entlang der freien Oberflāche dargestellt ist. Bei 2.8 MHz sind die 
Strōmungsgeschvvindigkeiten in vveiten Bereichen unter 1 cm/s, bei 11.2 MHz steigen 
die Geschvvindigkeiten ūber 4 cm/s. Naturlich kōnnen mit Beriicksichtigung der 
Rotation diese Einflusse vveniger ausgeprāgt sein. 
д entlang der Schmelzenoberflāche R 
b 
Bild 4.36: Isolinien der Stromfunktion (a) und tangentielle Geschmndigkeit an der 
freien Oberflāche bei unterschiedlichen Stromfreguenzen 
Im Bild 4.37 sind die Berechnungsergebnisse bei unterschiedlichen 
Kristalldurchmessern dargestellt. Der Induktor und Vorratsstab sind in beiden 
Varianten gleich, der Kristalldurchmesser betragt 75 bzvv. 125 mm. Bei kleinem 
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Durchmesser sind beide Wirbel fast gleich intensiv, bei groBem Durchmesser ist die 
Intensitat des āuBeren Wirbels viel grōBer - die Strōmungsgeschvvindigkeit ist etvva 
viermal grōBer als bei dem kleineren Kristāli. Die Ursache dafur ist verānderte 
Geometrie der Schmelzenzone und die ca. viermal grōBere Grashof-Zahl Gr. Die 
grōflere Durchbiegung bzvv. der steilere Winkel der Kristallisationsfront verstārken die 
Auftriebskonvektion im āuBeren Wirbel. Der innere Wirbel nimmt bei groBem 
Kristalldurchmesser ein relativ kleines Volumen ein, vveil der Halsdurchmesser 
durchmesserunabhāngig bleibt. Deshalb ist auch die Intensitat des VVirbels kleiner. 
Die kleinen unterschiedlich positionierten Wirbel an der freien Oberflāche vverden von 
EM-Krāften erzeugt. 
Bild 4.37: Konvektion in der Schmelzzone bei unterschiedlichen Kristalldurchmessern 
Aus der Strombelag- und Temperaturverteilungen an der freien Oberflāche kann man 
Information iiber die Krāfteverteilung einzelner Konvektionsmechanismen fur 
typische FZ-Konfigurationen erhalten. Die Strombelagsverteilung an der 
Schmelzenoberflāche hat ein Maximum in Abstand von ca. 1/3 der Gesamtlānge des 
Vorratsstabs (Bild 4.35-c, durchgezogene Linie). Die EM-Konvektion ist vom Kristāli 
und Vorratsstab zu diesem Maximum hingerichtet, vvobei die Kraft proportional zur 
tangentialen Ableitung der Stromstārke im Quadrat ist (siehe Formel (3.43)). 
Durchmesser 125 mm 
Die Temperaturverteilung an der Oberflāche ist der Strombelagsverteilung sehr 
āhnlich (Bild 4.35-b). Die Marangoni-Konvektion ist vom Gebiet mit hōherer 
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Bild 4.38: Schematische Darstellung der in der Schmelzzone wirkenden Krāfte und der 
Strōmungsrichtungen 
Oberflachentemperatur zur niedrigeren Temperatur hingerichtet, in diesem Fall - von 
der Mitte zum Kristāli und Vorratsstab. Die Kraft ist dem Temperaturgradienten an 
der Oberflāche proportional. 
Die thermische Auftriebskraft ist eine Volumenkraft, die vvegen der 
Dichteunterschiede in der Schmelze entsteht. Wenn sich nebeneinander zvvei Zellen 
mit unterschiedlichen Temperatur befinden, steigt die vvārmere und leichtere 
Schmelze nach oben und kāltere Schmelze sinkt ab. Die Isothermen in Bild 4.27 
zeigen, daB in der FZ-Konfiguration zvvei Gebiete mit starken radialen 
Temperaturgradienten vorhanden sind. Die kalte Schmelze sinkt vom dem 
Vorratsstab im Zentrum und im āuBeren Bereich entlang der Kristallisationsfront nach 
unten. Die so ermittelten allgemeinen Kraftrichtungen sind im Bild 4.38 schematisch 
dargestellt. Die Rotationskrāfte, die im nāchsten Unterkapitel genauer betrachtet 
vverden, bremsen die radiale Geschvvindigkeitskomponente und dadurch die Strōmung 
allgemein. 
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4.4.4 Stabilitāt der Strōmung 
Die Berechnungen haben gezeigt, daB man bei bestimmten Parametern eine 
nichtstationāre oszillierende Konvektion als Lōsung der HD Gleichungen bekommt. 
Die Lōsung ohne Rotation ist im untersuchten Parameterbereich immer stationār. Das 
deutet auf die mit der Kristallrotation verbundenen Krāfte als Ursache fur die 
Geschvvindigkeitsoszillationen hin. Die numerischen Effekte vvurden mit 
gleichbleibenden Ergebnissen bei unterschiedlichen FE Netzen, Zeitschritten und 
Berechnungsgenauigkeiten vveitgehend ausgeschlossen. 
Bild 4.39: Stabilitātsdiagramm der Schmelzenstromung 
Das Parametergebiet, vvo die instationāren Lōsungen auftreten, vvurde genauer 
untersucht. Die Anzahl der geānderten Parameter muBte begrenzt vverden. Als Quelle 
fur Rotationskrāfte vvurde die Kristallrotation ausgevvāhlt. Die Rotation des 
Vorratsstabes vvurde zu null gevvāhlt. Als Antriebskraft in der meridionalen Ebene 
vvurde der thermische Auftrieb gevvāhlt, der die in tvpischen FZ-Anlagen 
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dominierende Kraft ist. Es vvurden 16 Strōmungsberechnungen bei unterschiedlichen 
Rec und Gr Zahlen durchgefuhrt und die Stabilitāt der Lōsungen untersucht. Als 
Stabilitātskriterium vvurde die Amplitude der Schvvankungen des 
Stromfunktionsmimmums, d.h. die zeitliche Ānderung der Strōmungsintensitāt im 
inneren Wirbel gevvāhlt. Amplituden im āuBeren Wirbel lieferten ānliche Ergebnisse. 
Im Bild 4.39 sind die Isolinien der Schvvankungsamplitude im Parameterbereich Rec 
und Gr dargestellt. Die Berechnungspunkte sind mit kleinen Kreisen kennzeichnet, die 
Schvvankungsamplitude ist bei jedem Punkt notiert. 
Die Temperaturdifferenz in der Schmelzenzone bestimmt die Intensitat des 
thermischen Auftriebs. In den Berechnungen vvird die Schmelztemperatur 7o fiir die 
Bestimmung der Gr-Zahl benutzt. Dieser Wert, der die Strahlung gut beschreibt, ist 
viel hōher als die charakteristische Temperaturdifferenz in der Schmelze. Die 
Berechnungsergebnisse (Tab. 5) zeigen, daB diese Temperaturdifferenz von der Form 
der Schmelzenzone stark abhangig ist und etvva zvvischen 0.022-7o und 0.042-7o liegt. 
Die Temperaturdifferenz in der Schmelzenzone, die fiir die Stabilitātsberechnungen 
benutzt vvurde, ist 0.025-7o. Um die Ergebnisse besser mit anderen Berechnungen 
vergleichen zu kōnnen, ist die Einfuhrung der modifizierten charakteristischen 
Temperatur fur den thermischen Auftrieb To* = 0.025-7o in der Formel fur den 
Parameter Gr* sinnvoll. Die entsprechenden Werte des Parameters Gr* sind im Bild 
4.39 an der rechten Achse gezeigt. 
Aus dem Bild 4.39 sieht man, daB Schvvankungen bei Gr > 310 8 entstehen kōnnen, 
vvas einem Kristallradius R0 > 25 mm (Gr ~ Л 0 3) entspricht. Bei niedriger 
Kristallrotation und hoher Kristallrotation ist die Konvektion stabil, bei mittleren 
Rotationsgeschvvindigkeiten ist die Strōmung instabil. Āhnlicher Effekt, in dem die 
Instabilitāt bei mittleren Rotationsgeschvvindigkeiten auftritt, vvurde in rotierenden 
Fliissigkeiten von Gelfgat und Gorbunov in [63] numerisch und experimentell 
beobachtet. Das Gebiet mit den Parametern der kommerziellen FZ-Si Produktion liegt 
etvva zvvischen Ro = 50 - 80 mm und Wc = 3 -16 U/min. Dieser Bereich entspricht den 
dimensionslosen Parametern Gr = 2.7109 - 1.11010, Rec = 2.4 1 0 3 - 3.3 1 0 4 und ist im 
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Diagramm schraffiert. Man sieht, daB dieser Bereich in Gebiet der instationaren 
Konvektion liegt. 
Allgemein betrachtet ist die Ursache einer periodischen Ānderung einer beliebiger 
GrōBe mit einem Energieubergang (Umvvandlung) verbunden. Als klassische 
Beispiele kann man den mathematischen Pendel (kinetische Energie und potentielle 
Energie) oder den elektrischen Schvvingkreis (Energie des magnetischen und 
elektrischen Feldes) nennen. Im konkreten Fall findet der Ūbergang der Energie von 
meridionaler (radialer) zu azimutaler Strōmung statt. Es vvird vveiter der Einfachheit 
halber die radiale Geschvvindigkeitskomponente statt der meridionalen Komponente 
vervvendet, auch desvvegen, vveil die Oszillationen an der Kristallisationsfront 
betrachtet vverden. Die Oszillationen sind besonders stark ausgepragt, vvenn die 
Energien beider Strōmungskomponenten etvva gleich sind: 
1 2 1 2 
Mit der Annahme u ŗ ~ G r m kann man diese Gleichung mit dimensionslosen 
Parametern ausdriicken: 
Gr*=Re2 
Diese Linie ist im Bild 4.39 eingetragen. Man sieht, daB die Position der Linie mit der 
Position der grōBten Amplitude der Oszillationen ubereinstimmt. Wenn Gr* » Re 2, 
dominiert die meridionale Strōmung, im anderen Fall - die azimutale Strōmung. In 
beiden Fāllen ist die Strōmung stabil, vveil relativ vvenig Energie (AE/E « 1) von 
einer zur anderen Strōmungskomponente ūbertragen vverden kann. 
Die periodischen Schvvankungen der Strōmungsgeschvvindigkeit und die Ursache des 
Energiettbergangs kann man mit folgenden Modeli beschreiben. Am Anfang rotiert 
die Fliissigkeit als fester Kōrper und es findet keine meridionale Konvektion statt. Es 
vvird angenommen, daB an einem Ort die Rotationsgeschvvindigkeit grōBer ist als 
vvoanders auf diesem axialen Querschnitt und die Isolinien der azimutalen 
Geschvvindigkeit gebogen sind (Bild 4.40). Der axiale Gradient der azimutaler 
Geschvvindigkeit 
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ist eine Quelle in der Wirbeltransportgleichung (3.34). Da, vvo die Isolinien der 
azimutalen Geschvvindigkeit gebogen sind, entstehen Gebiete mit positiver bzvv. 
negativer Wirbelfunktion (Rotor der Geschvvindigkeit). Laut Gleichung (3.35) ist die 
Wirbelfunktion die Quelle fur die Generation der Stromfunktion und 
Bild 4.40: Zur Erklarung der Strōmungsoszillationen 
dementsprechend der meridionalen Strōmung. Es vverden zvvei Wirbel erzeugt, die die 
schneller rotierende Fliissigkeit nach aufien transportieren. Wegen der Trāgheit flieBt 
die Fliissigkeit vveiter nach auBen, vvenn auch der axiale Gradient der azimutalen 
Geschvvindigkeit ausgeglichen ist. Die Isolinien kriimmen sich in die andere Richtung, 
und der Prozess vviederholt sich erneut. 
In der Literatur sind viele Mechanismen der Strōmungsinstabilitat beschrieben. Als 
Beispiele kann man die Benar-Rayleigh Instabilitat (siehe Unterkapitel 3.4.4), 
baroklinische Wellen [58], [59], Taylor-Wirbel [31], [60] und Trāgheitsvvellen 
(inertial wawes) [61] nennen. Die letzten vier Beispiele beziehen sich auf die 
Instabilitat in rotierenden Flūssigkeiten. 
z Isolinien и Ф 
r 
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Die in dieser Arbeit berechneten instationāren Stromungen lassen sich am besten der 
Klasse der Tragheitsvvellen zuordnen. Die Tragheitsvvellen im klassischen Sinne 
vverden als sehr kleine oszillatorische Stōrungen in rotationsdominierten Stromungen 
betrachtet, vvo die azimutale Geschvvindigkeit viel grōBer ist als die meridionale 
Geschvvindigkeit. Eine solche Fliissigkeit rotiert praktisch als ein fester Kōrper. Eine 
linearisierte Theorie gibt fiir einen Zvlinder die Periode der Oszillationen mit 
an ,wobei / die Hōhe und R der Radius des Zvlinders sind. Die Periode ist nur von der 
Rotationsgeschvvindigkeit und den geometrischen Verhaltnissen des Svstems 
abhangig. Trāgheitsvvellen āhnliche Effekte mit starken meridionalen Stromungen 
sind in der Literatur vveniger beschrieben und theoretisch analysiert. Davidson [62] 
untersuchte rotierende Fliissigkeiten mit starker meridionaler Strōmung. In diesem 
Fall ist die Amplitude der Oszillationen viel grōBer und sie mūssen als nichtlinear 
betrachtet vverden. Nach [62] ist die Periode der Oszillationen mit grōBer Amplitude 
vvobei и die Strōmungsgeschvvindigkeit in meridionalen Ebene ist. Man sieht, daB die 
Periode stark von der meridionalen Geschvvindigkeit und den Abmessungen des 
Systems abhangig ist. Die Abhangigkeit von der Rotationsfrequenz ist untergeordnet, 
da sie unter dem Logarithmus steht. 
Um die numerischen Stabilitatsberechnungen mit beiden Theorien zu vergleichen, 
vvurden die Perioden der Oszillationen bei allen 16 Berechnungsvarianten bestimmt. 
Die Berechnungen, bei denen die Amplitude der Oszillationen sehr klein vvar und 
nach einiger Zeit sogar verschvvand, vvurden auch beriicksichtigt und speziell 
vermerkt. Die dimensionslose Form der Gleichung fiir lineare Theorie lautet 
Tosc = 4.68/Rec, 
vvenn l=R angenommen vvird. Diese Formel und die berechneten Oszillationsperiode 
sind im Bild 4.41 dargestellt. Die Periode der Schvvankungen mit kleiner Amplitude 
(schvvarze Rechtecke) stimmen sehr gut mit der theoretischen Abhangigkeit uberein. 
2 -1/2 
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Bild 4.41: Periode der Oszillationen abhangig von Rec: Numerische Berechnungen 
(Punktē) und lineare Theorie der Tragheitsvvellen nach [61](Linie) 
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Bild 4.42: Periode der Oszillationen: Numerische Berechnungen (Punktē) und 
nichtlineare Theorie nach [62] (Linie) 
Die Schvvankungen mit grōBer Amplitude liegen sehr weit weg von der theoretischen 
Verteilung. 
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Die Formel fur die nichtlineare Theorie in dimensionsloser Form ist 
Tosc ~Gr- , / 2 ln(Gr 1 / 2 /Rec), 
vvenn и = Gr" 2 angenommen vvird. Im Bild 4.42 sind die Achsen so gevvāhlt, daB eine 
durch den Nullpunkt gezogene Gerade der theoretischen Abhangigkeit entspricht. 
Man sieht, daB die berechneten Perioden der Oszillationen mit grōBer Amplitude viel 
besser mit der nichtlinearen Theorie ūbereinstimmen. 
4.4.5 UngleichmāBige Rotation des Kristalls 
Eine der Methoden, mit der man die Strōmung beeinflussen kann, ist die periodische 
Ānderung der Rotationsgeschvvindigkeit des Kristalls [65]. Dabei entstehen starke 
Gradienten der azimutalen Geschvvindigkeit, die als Bewegungsquellen fur die 
Konvektion in der meridionalen Ebene dienen. 
Die Strōmung im Zentrum ist in allen bisher berechneten Varianten nach unten 
gerichtet. Es kōnnte sein, daB vom Vorratsstab abgelōste undotierte oder ūberdotierte 
Volumen mit grōBer Geschvvindigkeit nach unten flieBen und so die Konzentration 
von Dotierstoffen an der Kristallisationsfront kurzzeitig beeinflussen. 
Aufgrund der axialen Svmmetrie ist die Strōmung im Zentrum sehr empfindlich 
gegeniiber Parameterānderungen. Es kōnnen vvegen der Massenerhaltung groBe 
Geschvvindigkeiten auftreten. Andererseits kann im Zentrum eine Stagnationszone 
ohne Strōmung entstehen. Numerische Berechnungen zeigen, daB bei bestimmten 
Parametern starke Geschvvindigkeitsschvvankungen im Zentrum auftreten kōnnen. 
Unter Beachtung der oben genannten Ūberlegungen sind folgende MaBnahmen fur die 
Verbesserung der Strōmungsverheltnisse sinnvoll: 
Ānderung der Strōmungsrichtung im zentralen Bereich von unten nach oben; 
Ergebnisse und Diskussion 106 
Periodisierung der Strōmung: vvenn die Strōmung starken Schvvankungen mit 
kleiner Periode unterliegt, vverden die Schvvankungen mit grōBer Periode 
unterdruckt und die Situation nicht so stark beeinflussen; 
Erzeugung eines stark unsvmmetrischen Strōmungsbildes: Die Schmelze flieBt 
von einem Kristallrand zum anderen, die Svmmetrieachse existiert nicht mehr. 
Die letzte Variante vvird hier nicht vveiter behandelt, vveil nur symmetrische 
Anordnungen mit dem Programm berechnet vverden kōnnen. Im vveiteren vverden die 
EinfluBmōglichkeiten auf die Schmelzenstromung an der Kristalloberflāche und im 
Schmelzenvolumen analvtisch und numerisch untersucht. 
In der Schmelze vvirkende Krāfte 
Die Berechnungen zeigen, daB bei grōBer Rotationsgeschvvindigkeit die 
Rotationskrāfte eine entscheidende Rolle spielen. Desvvegen vverden in analvtischen 
Modellen nur diese Krāfte betrachtet. 
Wenn der Kristāli mit grōBer konstanten Geschvvindigkeit rotiert, vvird die Strōmung 
in der Schmelze unterdruckt. Die Schmelze dreht sich als ein fester Kōrper mit dem 
Kristāli zusammen. Der Massentransport in der Schmelze und die Durchmischung 
sind gering. 
Wenn sich die Rotationsgeschvvindigkeit des Kristalls periodisch āndert, vvird die 
Situation komplizierter. Die Rotationsgeschvvindigkeit in der Fliissigkeit hat eine 
bestimmte Eindringtiefe (āhnlich dem elektromagnetischen Wechselfeld im Leiter), 
die von der Periode der Geschvvindigkeitsschvvankungen abhangig ist. So kann man 
die Schmelze in zvvei Gebiete unterteilen: Die Randschicht, die starken 
Geschvvindigkeitsschvvankungen unterliegt und in den inneren Bereich, in dem die 
Rotationsgeschvvindigkeit von der Zeit unabhāngig ist. Dies gilt insbesondere fur 
kleinere Geschvvindigkeiten. Bei grōBeren Rotationsgeschvvindigkeiten erzeugen die 
Gradienten in der Grenzschicht eine starke meridionale Konvektion im ganzen 
Volumen, die die Verteilung der azimutalen Geschvvindigkeit vvesentlich beeinfluBt. 
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So entsteht in der Schmelze eine intensive instationāre Strōmung mit guter 
Durchmischung. 
Analvtische Lōsung 
Zunāchst wird die vereinfachte Gleichung der azimutalen Geschvvindigkeit die im 
folgenden mit и bezeichnet wird, betrachtet (Bild 4.43). Wenn die Gradienten der 
Geschvvindigkeit in normaler Richtung viel grōBer als in tangentialer Richtung sind, 
ist 
Bild 4.43: Koordinatensystem fiir das analytische Modeli 
du d2u = v dt dx 2 * 
(4.14) 
Die periodische Randbedingung an der Kristallisationsfront vvird der Einfachheit 
halber zunāchst mit 
u(0,t)= Acos(t) + B (4.15) 
angenommen. 
Eine Lōsung der Gleichung (4.14) mit der Randbedingung (4.15) ist 
u(x,t) = A-es cos(o)t--) + B, 
о 
(4.16) 
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mit 8 =,— V со (4.17) 
Man sieht, daB die Amplitude der Geschvvindigkeit mit der Entfernung von der 
Grenze exponentiell abklingt. Dabei ist 8 die Eindringtiefe des instationaren Anteils 
der Geschvvindigkeit. In flussigem Silizium (v=3.4e-7 m2/s) bei der Periodendauer 
T=10 s ist die Eindringtiefe 8 etvva 1 mm. Im Inneren der Fliissigkeit ist die 
Geschvvindigkeit konstant (u=B). 
Man kann statt sinusformiger Impulse auch andere Impulsformen vervvenden, z.B. 
rechteckige Impulse. Solche Impulse kann man als Fourier-Reihe durch eine 
unendliche Summē von Sinus- und Kosinus-Funktionen ausdriicken. Fiir die im Bild 
4.45 gezeigte Impulsform gilt: 
(4.18) 












Bild 4.44: Form der Sāgezahnimpulse 
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Fūr die Analvse vverden auch sagezahnfōrmige Funktion (Bild 4.44) vervvendet, die 
mit folgender Summē beschrieben vverden kann: 
"(0,0 = Z^-T—sin(ffl*f). (4.19) 
Die Lōsungen der Gleichung (4.14) mit den Randbedingungen (4.15) und (4.19) sind 
Summen der Lōsung (4.16). Im Bild 4.46 sind die Lōsungen fur den Sinusimpuls (a), 
Rechteckimpuls mit c=0.25T (b), Rechteckimpuls mit c=0.75T (c) und 
sāgezahnfōrmigen Impuls (d) dargestellt. 
Untersuchune der analvtischen Lōsung 
Im folgenden vvird der EinfluB der Impulsform auf die Schmelzenstromung 
untersucht. Der EinfluB der azimutalen Geschvvindigkeit auf die meridionale 
Strōmung bzvv. radiale Geschvvindigkeit vvird durch den Term 
dz (4.20) 
aus der Gleichung des Rotors der Geschvvindigkeit beschrieben Im vveiteren 
Textverlauf vvird (4.20) mit q bezeichnet. Wenn q an der Erstarrungsfront positiv ist, 
ist die radiale Geschvvindigkeit щ negativ. Wenn der Kristāli sich schneller als die 
Schmelze dreht, ist die radiale Geschvvindigkeit positiv, d.h. nach auBen gerichtet. 
Bei sinusfōrmiger Randbedingung (4.15) gilt: 
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»/d ж/а 
Bild 4.46: Lōsungen der Gleichung (4.14) fūr unterschiedliche Impulsformen: a) Sinus, b) 





- B=3, A=1 
Zeit 
Bild 4.47: q(t) fur unterschiedliche Parameter A und В 
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(4.21) 
Man kann aus dieser Gleichung mehrere SchluBfolgerungen fur die 
Schmelzenstromung bei der Wechselrotation ziehen. Zunāchst ist der zeitliche 
Mittelvvert 
о 
īmmer negativ und die Strōmung an der Kristallisationsfront meistens nach auBen 
gerichtet. Das bedeutet, man wird nicht eine ubervviegend nach innen gerichtete 
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b) 
Bild4.48: Vergleich der Grōfie q fūr unterschiedliche Impulsformen: a) Impulsform, 
b)q 
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Desvveiteren āndert sich q mit doppelter Impulsfrequenz, vvenn 5=0 ist, und fur 3/4 
der Periodendauer ist die Strōmungsrichtung positiv (q ist negativ). Das hat eine 
relativ gleichmāfiige, nach innen gerichtete Strōmung zur Folge. Fur den Fall B>A 
āndert sich q mit der Impulsfrequenz, und die Strōmung ist eine halbe Periode nach 
innen und eine halbe Periode nach aufien gerichtet. Mit vvachsendem В vvird der 
zeitliche Mittelvvert q(x) viel kleiner als die Amplitude und die Strōmung ist 
gleichermaBen nach aufien und innen gerichtet. Bild 4.47 gibt die eben diskutierten 
Phānomene grafisch vvieder. 
Fur nicht sinusformige Impulse kann man q in āhnlicher Weise berechnen. Bild 4.48-b 
zeigt die zeitliche Abhangigkeit der GrōBe q bei x=0.3č fur unterschiedliche 
Impulsformen (Bild 4.48-a). Es vvird deutlich, daB sāgezahnfōrmige Impulse mehr 
Bevvegung in Richtung der Svmmetrieache erzeugen als rechteckige und sinusformige 
Impulse. 
Im Bild 4.49 ist die Situation fur rechteckige Impulse dargestellt. Impulse mit c=0.75T 
erzeugen grōBere Geschvvindigkeitsmaxima nach innen und kleinere Maxima nach 
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Zeit 
Bild 4.49: q fiir zwei rechteckige Impulse mit unterschiedlicher Impulsdauer 
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Numerische Berechnungen 
Um die analvtischen Ergebnisse zu uberprufen, die mit einem vereinfachten Modeli 
berechnet vvurden, vverden numerische Berechnungen benōtigt. In zvvei 
Parameterstudien vvird die radiale Geschvvindigkeit an der Kristallisationsfront bei 
unterschiedlichen Impulsformen der Kristallrotation verglichen. Nur die 
Kristallrotation als Strōmungsursache vvird beriicksichtigt. 
Zeit 
Bild 4.50: Numerisch berechnete radiale Geschvindigkeit an der 
Kristallisationsfront fiir unterschiedliche Impulsbreiten 
Die erste Parameterstudie vergleicht zvvei Strōmungsberechnungen mit rechteckigen 
Impulsformen und unterschiedlicher Impulsdauer. Die Periode T ist in beiden Fāllen 
gleich. Bei der Impulsdauer с von 0.25 Г ist die maximale Rotationsgeschvvindigkeit 
Rec=3500 (2.0 U/min), und die minimale Rotationsgeschvvindigkeit ist 1500 (0.86 
U/min). Bei der Impulsdauer с von 0.75Г betragt die minimale und maximale 
Rotationsgeschvvindigkeit Rec=500 (0.29 U/min) bzvv. 2500 (1.43 U/min). Die 
Parameter vvurden so gevvāhlt, daB die Amplitude (a-b) und der Mittelvvert der 
Rotationsgeschvvindigkeit in beiden Fāllen gleich bleibt. 
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Zeit 
Bild 4.51: Radiale Geschvvindigkeit an der Kristallisationsfront bei unterschiedlicher 
Amplitude der Rotationsimpulse 
Im Bild 4.50 ist die radiale Komponente der Geschvvindigkeit an der 
Kristallisationsfront bei r=0.5 dargestellt. Um das Ergebnis besser mit den 
analvtischen Berechnungen vergleichen zu kōnnen, entsprechen die positiven Werte 
einer nach innen gerichteten Geschvvindigkeit (-мг ist dargestellt). Die 
Geschvvindigkeit ist fur c=0.25T starker nach auBen gerichtet als fur c=0.75T, vvie 
auch die Analvse von q vorhersagte (Bild 4.48). 
Der Ausdruck (4.16) zeigt, daB sich mit den Konstanten A und В das Strōmungsbild 
stark āndern kann. Es vvurden zvvei Berechnungen mit rechteckiger Impulsform 
durchgefuhrt, vvobei sich in der einen Berechnung die Rotation von Rec=-3000 bis 
Rec=3000 (5=0) āndert, in der anderen von 0 bis 3000 (A=B). Im Bild 4.51 ist die 
radiale Geschvvindigkeit bei r=0.5 dargestellt. Im ersten Fall sind groBe 
Schvvankungen der radialen Geschvvindigkeit mit Impulsfrequenz zu beobachten. Im 
zvveiten Fall āndert sich die Geschvvindigkeit mit doppelter Frequenz und hat eine viel 
kleinere Amplitude, obvvohl die Amplitude der Rotationsgeschvvindigkeit zvveimal so 
groB ist. Gleiche Erscheinungen vvurden auch in analvtischen Berechnungen 
nachgevviesen. 
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5. Zusammenfassung und Ausblick 
In dieser Arbeit vverden mathematische Modelle einzelner phvsikalischer Felder und 
Prozesse, die fiir die Ztichtung von Si-Kristallen mit dem FZ-Verfahren von 
Bedeutung sind, zu einem globalen Modeli verbunden. Dabei sind folgende 
Neuerungen besonders zu ervvāhnen: 
- die Vervvendung unterschiedlicher numerischer Methoden - Methode der Boundarv-
Elemente und Methode der Finiten Elemente; 
- die iterative Kopplung der phvsikalischen Felder mit starker Wechselwirkung; 
- die Algorithmen zur Berechnung der Form der Phasengrenzen. 
Es vvurde ein spezielles Programmpaket fiir die Berechnung der Phasengrenzen und 
der Schmelzenstromung erzeugt. Zahlreiche Testberechnungen fiir das 
elektromagnetische Feld und die Konvektion verifizieren die Genauigkeit der 
Berechnungen und Anvvendbarkeit der vervvendeten Modelle. 
Die Berechnungsergebnisse sind auch experimentell verifiziert. Die berechneten 
Formen der Phasengrenzen zeigen eine sehr gute Ūbereinstimmung mit den im 
Zūchtungsexperiment beobachteten Formen. Die berechneten instationāren 
Geschvvindigkeitsfelder korrelieren mit der Widerstandsverteilung im geziichteten 
Kristāli. 
Um die phvsikalischen Prozesse in der FZ-Anlage besser zu verstehen, vvurden die 
Phasengrenzen mit vereinfachten analvtischen Modellen beschrieben. Es vvurden 
vvichtige GrōBen vvie der Winkel der Kristallisationsfront, die Gesamtleistung, das 
Temperaturfeld im Kristāli sovvie die Abstānde zvvischen den Phasengrenzen und dem 
Induktor analvtisch bestimmt, vvobei sich eine gute Ūbereinstimmung mit der 
numerischen Berechnungen ergab. 
Bei der Berechnung der Phasengrenzen vvurde beobachtet, daB die Schmelzzone fur 
Kristalle mit groBen Durchmessem stabiler (hōher) als die fur bisher berechnete kleine 
Durchmesser ist. Die Form der Phasengrenzen ist von der Induktorform, von den 
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Zuchtungsparametem und vom ProzeDstadium abhangig. Der ProzeB ist nur bei ganz 
bestimmter Induktorform realisierbar. Es vvurden Begrenzungen beziiglich der 
Parameter vvie Innenlochdurchmesser und Dicke des Induktors sovvie die 
Ziehgeschvvindigkeit gezeigt. Von allen Zuchtungsparametern beeinflussen die 
Ziehgeschvvindigkeit und der Induktorstrom die Form der Phasengrenzen am 
stārksten. Die Frequenz und der Reflektor haben einen geringeren EinfluB auf die 
Form der Phasengrenzen. 
Bei der numerischen Untersuchung der Schmelzenstromung vvurde festgestellt: 
der thermische Auftrieb dominiert gegeniiber den elektromagnetischen und 
Marangoni-Kraften; 
aus ProzeBparametem hat die Kristallrotation die grōBten EinfluBmōglichkeiten 
auf die Konvektion; 
bei niedri gen Kristallrotationen (Rec2<Gr*) hat die Strōmung eine 
Doppelwirbelstruktur; 
bei hōheren Kristallrotationen dominieren die Rotationskrāfte. Die Intensitat der 
Strōmung vvird kleiner und die Ecibnan-Grenzschichten entvvickeln sich; 
oszdllierende instationāre Lōsungen der Konvektion sind mōglich. Aufgrund der 
numerischen Berechnungen vvurde eine Stabilitātsdiagramm der 
Schmelzenstromung in der Variablen Gr - Rec aufgebaut. Bis einem Wert Gr* < 
5TO6 bleibt die Strōmung stationār. Die Ursachen der Oszillationen sind 
Tragheitsvvellen mit endlicher Amplitude. Die Oszillationsperiode stimmt gut mit 
der nichtlinearen Theorie der Tragheitsvvellen uberein; 
die instationāre (variable, beschleunigte) Kristallrotation hat starken EinfluB auf 
die Konvektion in der Schmelzzone. Analvtische und numerische 
Untersuchungen zeigen eine Abhangigkeit von der Form, der Amplitude und der 
Frequenz der Drehimpulse. 
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Ausblick 
Das in dieser Arbeit erstellte globale Modeli des FZ-Prozesses beriicksichtigt aile 
vvichtigen Phānomene. Es sind jedoch noch viele EinflUsse nāher zu untersuchen, die 
hier nicht betrachtet vverden. 
Das 2D-Modell beschreibt nur teilvveise den EinfluB des Induktorspaltes auf die Form 
der Phasengrenzen (insbesondere die freie Schmelzenoberflāche) und auf die EM-
Konvektion. Eine 3D-Berechnung kōnnte vvichtige Erkenntnisse iiber die Konvektion 
in der Schmelze liefem. 
Im Modeli vverden die Verhāltnisse an der freien Abschmelzfront, vvo die fliissige und 
feste Phase nebeneinander existieren, mit einem Koeffizienten beschrieben, der aus 
dem Vergleich mit dem Experiment bestimmt vvurde. Deshalb ist eine genauere 
Untersuchung der elektromagnetischen, thermischen und hydrodynamischen Prozesse 
an der freien Abschmelzfront notvvendig. 
Um die elektrischen Eigenschaften der gezūchteten Kristalle numerisch vorhersagen 
zu kōnnen, ist eine quantitative Betrachtung des Einflusses der zeitabhāngigen 




[1] H.C. Theuerer, U.S. PatentNo. 3060123 v.17.12. (1952) 
[2] Wolfgang Keller, Alfred Mūhlbauer: Floating-Zone Silicon. Marcel Dekker, 
NewYorkl981 
[3] J. Bohm, A. Lūdge, W. Schroder: Crystal Grovvht by Floating Zone Melting. 
Handbook of Crystal Grovvth, ed. by D. T. J. Hurle, Ch. 4, 1994 
[4] S. R. Coriell and M. R. Cordes: Тпеогу of Molten Zone Shape and Stability. J. 
Crystal Grovvth 42 (1977) p. 466 
[5] D.N. Riahi and J.S. Walker. J. Crystal Grovvth 94 (1989) p. 635 
[6] N. Kobayashi: Povver required to form a floating zone and the zone shape. J. of 
Crystal Grovvth 43 (1978) pp. 417-424 
[7] K.P. Gupta, R.O. Gregory, M. Rossnick: Limitations in using kilohertz radio 
frequencies for float zone silicon crystals. J. Crystal Grovvth 44 (1978) pp. 526-
532 
[8] C.W. Lan and S. Kou: Heat transfer, fluid flovv and interface shapes in 
floating-zone crvstal grovvth. J. Crystal Grovvth 108 (1991) pp. 351-366 
[9] C.W. Lan and S. Kou: Effects of rotation on heat transfer, fluid flovv and 
interfaces in normai gravity float-zone crystal grovvth. J. Crystal Grovvth 114 
(1991) pp. 517-535 
[10] C.W. Lan and S. Kou: Shortened floating zone crystal grovvth under normai 
gravity. J. Crystal Grovvth 119 (1992) pp. 281-291 
Literatur 119 
[11] C.W. Lan and S. Kou: Radial dopant segregation in zero-gravity floating-zone 
crystal grovvth. J. Crvstal Grovvth 132 (1993) pp. 578-591 
[12] C.W. Lan, Y.J. Kim and S. Kou. J. Crvstal Grovvth 104 (1990) p. 801 
[13] B. Xiong and W.R. Hu. J. Crvstal Grovvth 133 (1993) p. 155 
[14] Lie K., Walker J., Riahi D.: Виоуапсу and surface tension driven flovvs in 
float zone crystal grovvth vvith a strong axial magnetic field. Int. J. Heat 
and Mass Transfer 32 (1989) No 12. pp.2409-2420 
[15] A. Mūhlbauer, A. Muižnieks, A.Jakovvitsch, J. Virbulis: Anvvendung der 
Boundary-Element-Methode (BEM) fiir die Berechnung der Dreidimensionalen 
Hochfrequenzstromverteilung bei dem Zonenschmelzen des Siliziums. Archiv 
fur Elektotechnik 76 (1993) S. 161 
[16] Mūhlbauer A., Muižnieks A. Jakovvitsch A., Virbulis J.: The Calculation of the 
3D High Frequency Current Distribution During Silicon FZ Grovvth. Latvian J. 
Phys. And Techn. Sc. 4,1992 p. 5 
[17] Lie K.H., Walker J.S., Riahi D.N.: Melt motion in the float zone process 
vvith an axial magnetic field, J. Crystal Grovvth 109 (1991) pp. 167-173 
[18] A. Mūhlbauer, W. Erdmann, W. Keller: Electrodynamic convection in Silicon 
floating zones. J. Crystal Grovvth 64 (1983), pp. 529-545 
[19] H. Riemann et al. J. Electrochemical Society, to be published. 
[20] J. Virbulis: Trīsdimensionāls augstfrekvences elektromagnētiskā lauka aprēķins 
silīcija zonas kausēšanas iekārtā ar robeželementu metodi. Diplomdarbs, Latvijas 
Universitāte, Rīga, 1992 
Literatur 120 
[21] E. Šilters, G. Sermons, J. Miķelsons: Elektrodinamika. Rīga, Zvaigzne, 1986. 
[22] А. C. Eringen, G. A. Maugin: Electrodynamics of continua II Fluids and 
Complex Media. Springer Verlag, Berlin, 1989. 
[23] B.B. Бояревич, Я.Ж. Фрейберг, Электровыхревые течения. Rīga, 
Zinātne, 1985 
[24] Mūhlbauer A., Muižnieks A., Jakovvitsch A.: Modellierung des 
elektromagnetischen Feldes in Induktionsofen mit kaltēm Tiegel,- Elektrovvārme 
international 49 (1991) B3 
[25] О. Я. Дзенитис, У. А. Бетхерс Асимптотический метод определения 
электромагнитного поля LPSR Zinātņu Akadēmijas Vēstis; Fizikas un 
tehnisko zinātņu sērija 1889. Nr. 5 
[26] С. A. Brebbia, J. C. F. Telles, L. C. Wrobel: Boundarv element techniques. 
Springer Verlag, Berlin, 1984 
[27] A. Gagnoud, D. Delage, M. Garnier: Elektromagnetic Modelization of Cold 
Crucibles,- IV Веег-Sheva Serninar on MHD Flows and Turbulence, Beer-
Sheva, Israel, 1984 
[28] J. Li, J. Sun, Z. Saghir: Buovant and thermocapillarv flovv in liquid encapsulated 
floating zone. J. Crvstal Grovvth 131 (1993) pp. 83-96 
[29] A. Mūhlbauer, A. Muižnieks, J. Virbulis, A. Lūdge, H. Riemann: Interface 
shape, heat transfer and fluid flovv in the floating zone grovvth of large silicon 
crvstals vvith the needle-еуе technique. J. Crystal Grovvth 151 (1995) pp. 66-79 
[30] A. Sanz: The crystallisation of a molten sphere. J. Crystal Grovvth 74 (1986) pp. 
642-655 
Literatur 121 
[31] L.D. Landau, E.M. Lifschitz: Hydrodynamik Lehrbuch der theoretischen 
Physik, Band VI, Akademie Verlag, Berlin, 1984 
[32] Fletcher: Computational Techniques for Fluid Dynamics. Vol 2. Springer-Verlag 
Berlin, 1991 
[33] Zienkievvicz: Methode der finiten Elemente. Cari Hanser Verlag, Mūnchen, 
1984 
[34] Schvvarz H.R.: Methode der finiten Elemente. Stuttgart, Teubner 1984 
[35] R.T. Cheng: Numerical Solution of the Navier-Stokes Equations by the Finite 
Elemente Method. The Physics of Fluids 15 (1972) Nr. 12, pp. 2098-2105 
[36] Fluent User's Guide. Fluent Inc. 
[37] R. Krishnamurti: Some further studies on the transition to turbulent convection. 
J.Fluid Mechanics. 60,2 (1973) pp. 285-303 
[38] Numerische Simulation der Phasengrenzen und thermischen Spannungen 
an 6-Zoll FZ-Kristallen. Intemer Bericht, Institut fur Elektrovvārme, 
Universitat Hannover. 1995 S. 41-56 
[39] R. Jakusenok: Numerische Lōsung des Problems der Thermoelastizitat 
durch Spannungen in einem krumrnformigen Gebiet. Mathematische 
Modellierung, Angevvandte Probleme der mathematischen Physik, Riga, 
1990, Vol. 1, S. 182-191 (in russisch) 
[40] A. Mūhlbauer, A. Muižnieks, J. Virbulis: Analysis of the Transient Dopant 
Segregation Effects at the Floating Zone Grovvth of Large Silicon Crystals. 2 n d 
int. vvorkshop Modelling in Crystal Grovvth, Durbuy, Belgium (1996), Abstracts, 
and J. Crystal Grovvth (to be published) 
Literatur 122 
[41] H.Hirata and K.Hoshikavva: Three-diniensional numerical analyses of the effects 
of a CUSP magnetic field on the flows, oxigen transport and heat transfer in а 
Czochralski silicon melt. J.Crvstal Grovvth 125 (1992), pp. 181-207 
[42] S.Kobayashi et al.: Turbulent heat transfer through the melt in silicon 
Czochralski grovvth. J. Crystal Grovvth 109 (1991), pp. 149-154 
[43] K.Kakimoto et al.: Numerical simulation of molten silicon flovv; 
comparison vvith experiment. J. Crystal Grovvth 114 (1991), pp. 715-725 
[44] Landolt-Bornstein, Numerical Data and Functional Relationships in 
Science and Technology, Nevv series, Group III, Volumes 17a, 17c, 22a, 
Springer Berlin, 1984 
[45] H. Sasāki, E. Tokizaki, K. Terashima, S. Kimura: Density measurement of 
molten silicon by an improved Archimedian method. J. Crystal Grovvth 139 
(1994) pp. 225-230. 
[46] S. Kimura, K. Terashima: Measurement of Thermophysical Properties of Silicon 
Melt and Its Implication. 2 n d int. vvorkshop Modelling in Crystal Grovvth, 
Durbuy, Belgium (1996), Abstracts 
[47] H. Riemann, A. Ludge, T. Turschner, W. Hensel, J. Virbulis: A Novel 
Photoelectric Characterisation Method of Grovvth-Related Striation Pattem and 
Homogenity of High-Resistivity Silicon Crystals. 186* Electrochemical Society 
Meeting, Extended Abstracts Vol 94-2 (1994) p. 638 
[48] CC. Hvvang, C.S. Wu, J.Y. Hsieh: The effect of curved interface shape on 
thermal stress during Czochralski crystal grovvth. J. Crvstal Grovvth 132 (1993) 
p. 523 
Literatur 123 
[49] H. Riemann, Institut fur Kristallzuchtung, private Mitteilung. 
[50] W. Hensel, Wacker Siltronic AG, private Mitteilung. 
[51] P. Dold: Einflusse statischer und dynamischer Magnetfelder bei der 
Kristallzuchtung aus Metāli- und Halbleiterschmelzen. Dissertation 
Universitat Freiburg, 1995. 
[52] А. A. Wheeler: Boundary layer models in Czochralski crystal grovvth. J. Crystal 
Grovvth 97 (1989) pp. 64-75 
[53] Burton J.A., Prim R.C., Slichter W.P.: The distribution of solute in crystals 
grovvn from the melt. J. Chem. Phys. 21 (1953) p. 1987 
[54] Hurle D.T.J.: Crvstal pulling from the melt. Springer-Verlag, 1993 
[55] Wilson L.O.: The effect of fluctuating grovvth rātes on segregation in 
crystals grovvn from the melt. J. Crystal Grovvth 48 (1980) pp. 435^50 
[56] A.M.J.G. Van Run: Computation of striated impurity distributions in melt-
grovvn crystals, taking account of periodic remelt. J. Crystal Grovvth 47 
(1979) pp. 680-692 
[57] D.T.J. Hurle, E. Jakeman and E.R. Pike: Striated solute distributions 
produced by temperature oscillations during crystal grovvth from the melt. 
J. Crystal Grovvth 3,4 (1968) pp. 633-640 
[58] A. D. Jones: Hydrodynamics of Czochralski grovvth - a revievv of the 
effects of rotation and Ьиоуапсу force. Prog. Crystal Grovvth and Charact., 
Pergamon Press Ltd. 1984, Vol. 9, pp. 139-168. 
Literatur 124 
[59] A. Seidl, G. McCord, G. Mtiller, H.-J. Leister: Experimental observation 
and numerical simulation of wave pattems in a Czochralski silicon melt. J. 
Ciystal Growth 137 (1994) pp. 326-334 
[60] J. H. Spurk: Strōmungslehre. Einfuhrung in die Theorie der Strōmungen. 
Springer 1989 
[61] Р. A. Davidson, F. Boysan: Oscillatory recirculation induced by 
intermittent, rotaiy, magnetic stirring. Ironmaking and Steelmaking 18 
(1991) No. 4 pp. 245-252 
[62] A. Davidson:- The interaction between swirling and recirculating velocity 
components in an unsteady, inviscid flow. J. Fluid Mech. 290 (1991) pp. 35-55 
[63] Yu. M. Gelfgat, L.A. Gorbunov: Features of altemating magnetic field effect on 
melt hydrodynamics in a cylindrical vessel with a free surface. 
Magnetohydrodynamics 30 (1994) pp. 300-311 
[64] F. Kohl, German Patent No. DE-2538854 
[65] W. Keller et al., German Patent No. DE-2626756 
